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（ 狌′（狋）

１＋（狌′（狋））槡
２
）′＋犳（狋，狌′（狋））＋犵（狌（狋－τ（狋）））＝狆（狋）
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犘犲狉犻狅犱犻犮狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉狆狉犲狊犮狉犻犫犲犱犿犲犪狀犮狌狉狏犪狋狌狉犲犚犪狔犾犲犻犵犺

犲狇狌犪狋犻狅狀狊狑犻狋犺犪犱犲狏犻犪狋犻狀犵犪狉犵狌犿犲狀狋

犓犗犖犌犉犪狀犆犺犪狅１，犔犝犛犺犻犘犻狀犵
２

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＡｎｈｕｉＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｗｕｈｕ２４１００３，Ｃｈｉｎａ；

２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，ＮＵＩＳＴ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００４４，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｇｉｖｅｃｅｒｔａｉｎｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｍｅａｎｃｕｒｖａｔｕｒｅＲａｙｌｅｉｇｈｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈａｄｅｖｉａｔｉｎｇａｒｇｕｍｅｎｔ

（ 狌′（狋）

１＋（狌′（狋））槡
２
）＇＋犳（狋，狌′（狋））＋犵（狌（狋－τ（狋）））＝狆（狋）．

ＢｙｕｓｉｎｇＭａｗｈｉｎ＇ｓｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍ，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｇｉｖｅｎｅｑｕａｔｉｏｎｈａｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅ犜ｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ａｔｌａｓｔ，ｗｅｇｉｖｅａｎｅｘａｍｐｌｅｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｏｕｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：Ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；Ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍ；ＰｒｅｓｃｒｉｂｅｄｍｅａｎｃｕｒｖａｔｕｒｅＲａｙｌｅｉｇｈｅｑｕａｔｉｏｎ；

Ｄｅｖｉａｔｉｎｇａｒｇｕｍｅｎｔｓ

（２０１０ＭＳＣ３４Ｂ１５，３４Ｋ１３）

１　犐狀狋狉狅犱狌犮狋犻狅狀

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄ ｍｅａｎ

ｃｕｒｖａｔｕｒｅＲａｙｌｅｉｇｈｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈａｄｅｖｉａｔｉｎｇａｒ

ｇｕｍｅｎｔ

（ 狌′（狋）

１＋（狌′（狋））槡
２
）＇＋犳（狋，狌′（狋））＋

　犵（狌（狋－τ（狋）））＝狆（狋） （１）

ｗｈｅｒｅ犵，τ，狆∈犆（犚，犚）ａｒｅ犜ｐｅｒｉｏｄｉｃ，犳∈犆（犚×

犚，犚）ｉｓａ犜ｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔａｒｇｕ

ｍｅｎｔａｎｄ犜 ＞０ｉｓａｇｉｖｅｎｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｉｎｒｅｃｅｎｔ

ｙｅａｒｓ，ｔｈｅｒｅａｒｅｓｏｍａｎｙｒｅｓｕｌｔｓａｂｏｕｔｔｈｅｅｘｉｓｔ

ｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅＲａｙｌｅｉｇｈｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓ（ｓｅｅ
［１９］）．Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，ｉｎＲｅｆ．［３］，Ｌｕａｎｄ

Ｇｅｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

Ｒａｙｌｅｉｇｈｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈａｄｅｖｉａｔｉｎｇａｒｇｕｍｅｎｔ：
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狓″（狋）＋犳（狓′（狋））＋犵（狓（狋－τ（狋）））＝狆（狋），

ａｎｄｉｎＲｅｆ．［８］，ＬｕａｎｄＧｕｉｄｉｓｃｕｓｓｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔ

ｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏ狆ＬａｐｌａｃｉａｎＲａｙｌｅｉｇｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈａｄｅｌａｙｏｆｔｈｅｆｏｒｍ：

（φ狆（狓′（狋）））′＋犳（狓′（狋））＋

　犵（狓（狋－τ（狋）））＝犲（狋）．

Ｎｏｗａｄａｙｓ， ｔｈｅ ｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄ ｍｅａｎ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ

（ 狌′（狋）

１＋（狌′（狋））槡
２
）′ｏｆａｆｕｎｃｔｉｏｎ狌（狋）ｆｒｅｑｕｅｎｔｌｙ

ａｐｐｅａｒｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄｐｈｙｓｉｃｓ
［１０１２］，ｓｏ

ｉｔｉｓｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇａｎｄｗｏｒｔｈｗｈｉｌｅｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅ

ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｍｅａｎ

ｃｕｒｖａｔｕｒｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＩｎＲｅｆ．［１３］，Ｆｅｎｇｄｉｓｃｕｓｓｅｄ

ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｍｅａｎｃｕｒ

ｖａｔｕｒｅＬｉｅ′ｎａｒｄｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｒｍ

（ 狌′（狋）

１＋（狌′（狋））槡
２
）′＋犳（狌（狋））狌′（狋）＋

　犵（狋，狌（狋－τ（狋）））＝犲（狋），

ａｎｄＬｉａｎｇａｎｄＬｕ
［１４］ｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｓｏｌｕ

ｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｍｅａｎｃｕｒｖａｔｕｒｅＤｕｆｆｉｎｇ

ｔｙｐｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｒｍ

（ 狌′（狋）

１＋（狌′（狋））槡
２
）＇＋犮狌′（狋）＋犳（狌（狋））＝狆（狋）．

　　Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｏｂｅｓｔｏｆｏｕｒｋｎｏｗｌｅｄｇｅ，ｔｈｅ

ｓｔｕｄｉｅｓｏｆｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｍｅａｎｃｕｒｖａｔｕｒｅＲａｙｌｅｉｇｈｅ

ｑｕａｔｉｏｎｉｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｉｎｆｒｅｑｕｅｎｔ，ａｎｄｔｈｅｍｅｔｈｏｄ

ｏｆｆｉｎｄｉｎｇａｐｒｉｏｒｉｂｏｕｎｄｓｆｏｒＲａｙｌｅｉｇｈｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍＬｉéｎａｒｄｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄＤｕｆｆｉｎｇ

ｔｙｐｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｓｏｉｔ＇ｓｗｏｒｔｈｙｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅＥｑ．

（１）．

Ｔｈｅｒｅｓｔｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｏｒｇａｎｉｚｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ２，ｗｅｓｈａｌｌｓｔａｔｅｓｏｍｅｎｅｃｅｓｓａｒｙｄｅｆｉｎｉ

ｔｉｏｎｓａｎｄｌｅｍｍａｓ．ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ３，ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅ

ｔｈｅｍａｉｎｒｅｓｕｌｔ．

２　犘狉犲犾犻犿犻狀犪狉狔

ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｕｓｅＭａｗｈｉｎ＇ｓｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｔｈｅｏ

ｒｅｍ，ｗｅｆｉｒｓｔｒｅｃａｌｌｉｔ．

Ｌｅｔ犡ａｎｄ犢ｂｅｔｗｏＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ，ａｌｉｎｅａｒ

ｏｐｅｒａｔｏｒ犔：犇（犔）犡→犢ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅａＦｒｅｄｈｏｌｍ

ｏｐｅｒａｔｏｒｏｆｉｎｄｅｘｚｅｒｏｐｒｏｖｉｄｅｄｔｈａｔ

（ａ）Ｉｍ犔ｉｓａｃｌｏｓｅｄｓｕｂｓｅｔｏｆＹ；

（ｂ）ｄｉｍＫｅｒ犔 ＝犮狅ｄｉｍＩｍ犔 ＜ ∞．

Ｌｅｔ犖：Ω 犡→犢ｂｅａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｐｅｒａｔｏｒ，

犖ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅ犔ｃｏｍｐａｃｔａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｎ珡Ω

ｐｒｏｖｉｄｅｄｔｈａｔ

（ｃ）犓ｐ（犐－犙）犖（珡Ω）ｉｓａｒｅｌａｔｉｖｅｃｏｍｐａｃｔｓｅｔ

ｏｆ犡，

（ｄ）犙犖 （珡Ω）ｉｓａｂｏｕｎｄｅｄｓｅｔｏｆ犢，ｗｈｅｒｅｗｅ

ｄｅｎｏｔｅ犡１ ＝ Ｋｅｒ犔，犢２ ＝Ｉｍ犔，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅ

ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ犡 ＝犡１j犡２，犢 ＝犢１j犢２，ｌｅｔ犘：

犡→犡１，犙：犢→犢１ａｒｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｉｎｅａｒｐｒｏｊｅｃｔｏｒｓ

（ｍｅａｎｉｎｇ犘
２
＝犘ａｎｄ犙２ ＝犙），ａｎｄ

犓ｐ ＝犔狘犓犲狉犘∩犇（犔）．

犔犲犿犿犪２．１　Ｌｅｔ犡ａｎｄ犢 ｂｅｔｗｏＢａｎａｃｈ

ｓｐａｃｅｓａｎｄΩｉｓａｎｏｐｅｎａｎｄｂｏｕｎｄｅｄｓｅｔｏｆ犡，ａｎｄ

ｌｅｔ犔：犇（犔）犡 →犢ｂｅａＦｒｅｄｈｏｌｍｏｐｅｒａｔｏｒｏｆ

ｉｎｄｅｘｚｅｒｏａｎｄｌｅｔ犖：Ω犡→犢ｂｅｃｏｍｐａｃｔｏｎ珡Ω．

Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｉｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｈｏｌｄ：

（ｈ１）犔狓 ≠λ犖狓，（狓，λ）∈Ω×（０，１）；

（ｈ２）犙犖狓 ≠０，狓 ∈犓犲狉犔 ∩Ω；

（ｈ３）ｄｅｇ（犑犙犖，Ω ∩Ｋｅｒ犔，０）≠０，

ｗｈｅｒｅ犑：ｌｍ犙→Ｋｅｒ犔ｉｓｊｕｓｔａｎｙｈｏｍｅｏｍｏｒｐｈｉｓｍ，

ｔｈｅｎ犔狓 ＝犖狓ｈａｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎ犇（犔）∩

珡Ω．

犔犲犿犿犪２．２
［１５］
　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ狓（狋）∈犆

１（［０，

犜］），ａｎｄ狓（０）＝狓（犜）．Ｔｈｅｎ

∫
犜

０
狘狓（狋）狘

２犱狋 ≤
犜２

π
２∫

犜

０
狘狓′（狋）狘

２ｄ狋．

犔犲犿犿犪２．３
［１６］
　Ｌｅｔ狊∈犆（犚，犚）ｗｉｔｈ狊（狋＋犜）

≡狊（狋）ａｎｄ狊（狋）∈ ［０，犜］，狋∈犚．Ｓｕｐｐｏｓｅ狆 ∈

（１，＋ ∞），α＝ｍａｘ狘狊（狋）狘
狋∈［０，犜］

ａｎｄ狌∈犆１（犚，犚）ｗｉｔｈ

狌（狋＋犜）≡狌（狋）．Ｔｈｅｎ

∫
犜

０
狘狌（狋）－狌（狋－狊（狋））狘狆ｄ狋≤

　α狆∫
犜

０
狘狌′（狋）狘狆ｄ狋．

ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｕｓｅＬｅｍｍａ２．１，Ｌｅｔ＇ｓｃｏｎｓｉｄｅｒ

ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ

狌′（狋）＝φ（狏（狋））＝
狏（狋）

１－狏２（狋槡 ）
，

狏′（狋）＝－犳（狋，狌′（狋））－犵（狌（狋－τ（狋）））＋狆（狋

烅

烄

烆 ）

（２）

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｉｆ（狌（狋），狏（狋））
犜ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（２），

ｔｈｅｎ狌（狋）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）．

Ｌｅｔ

犡 ＝犢 ＝ ｛狕：狕（狋）＝ （狌（狋），狏（狋））犜 ∈

犆１（犚，犚２），狕（狋）＝狕（狋＋犜）｝，

ｗｈｅｒｅｔｈｅｎｏｒｍａｌ‖狕‖ ＝ ｍａｘ｛‖狌‖０，‖狏‖０｝，ａｎｄ

０２
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‖狌‖０ ＝ ｍａｘ
狋∈［０，犜］

狘狌（狋）狘，

‖狏‖０ ＝ ｍａｘ
狋∈［０，犜］

狘狏（狋）狘．

Ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｌｙｔｈａｔ犡ａｎｄ犢ａｒｅＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ．

Ｎｏｗｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒ

犔：犇（犔）犡→犢，犔狕＝狕′＝（狌′（狋），狏′（狋））
犜，

ｗｈｅｒｅ

犇（犔）＝

｛狕狘狕＝ （狌（狋），狏（狋））
犜
∈犆１（犚，犚２），

狕（狋）＝狕（狋＋犜）｝．

Ｌｅｔ

犡０ ＝ ｛狕狘狕＝

（狌（狋），狏（狋））犜 ∈犆１（犚，犚×（－１，１）），

狕（狋）＝狕（狋＋犜）｝．

Ｄｅｆｉｎｅａｎｏｎｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒ犖：珡Ω∈（犡 ∩犡０）犡

→犢ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

犖狕 ＝ （
狏（狋）

１－狏２（狋槡 ）
，－犳（狋，

狏（狋）

１－狏２（狋槡 ）
）－

　犵（狌（狋－τ（狋）））＋狆（狋））
犜，

ｗｈｅｒｅ珡Ω犡０ 犡ａｎｄΩｉｓａｎｏｐｅｎａｎｄｂｏｕｎｄｅｄ

ｓｅｔ．Ｔｈｅｎｐｒｏｂｌｅｍ（２）ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ犔狕＝犖狕

ｉｎ珡Ω．Ｗｅｋｎｏｗ

Ｋｅｒ犔 ＝ ｛狕狘狕 ∈犡，狕′ ＝ （狌′（狋），狏′（狋））犜 ＝

（０，０）犜｝，

ｔｈｅｎ狋∈犚，ｗｅｈａｖｅ狌′（狋）＝０，狏′（狋）＝０．Ｏｂｖｉ

ｏｕｓｌｙ狌 ∈犚，狏 ∈犚，ｔｈｕｓＫｅｒＬ＝犚
２，ａｎｄｉｔｉｓ

ａｌｓｏｅａｓｙｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔＩｍ犔＝｛狔∈犢，∫
犜

０
狔（狊）ｄ狊＝

０｝．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，犔ｉｓａＦｒｅｄｈｏｌｍｏｐｅｒａｔｏｒｏｆｉｎｄｅｘ

ｚｅｒｏ．

Ｌｅｔ

犘：犡→Ｋｅｒ犔，犘狕 ＝
１

犜∫
犜

０
狕（狊）ｄ狊，

犙：犢 →Ｉｍ犙，犙狔 ＝
１

犜∫
犜

０
狔（狊）ｄ狊．

犓狆 ＝犔狘
－１
犓犲狉犔∩犇（犔）．

Ｔｈｅｎｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ

（犓狆狔）（狋）＝∫
犜

０
犌犽（狋，狊）狔（狊）ｄ狊，

ｗｈｅｒｅ

犌犽（狋）＝

狊－犜
犜
，０≤狋≤狊，

狊
犜
，狊≤狋≤犜

烅

烄

烆
．

Ｆｏｒａｌｌ珡Ωｓｕｃｈｔｈａｔ珡Ω（犡０ ∩犡）犡，ｗｅｈａｖｅ

犓狆（犐－犙）犖（珡Ω）ｉｓａｒｅｌａｔｉｖｅｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｏｆＸ，

犙犖（珡Ω）ｉｓａｂｏｕｎｄｅｄｓｅｔｏｆ犢，ｓｏｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒ犖

ｉｓ犔ｃｏｍｐａｃｔｉｎ珡Ω．

Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ，ｗｅｌｉｓｔｔｈｅｆｏｌ

ｌｏｗｉｎｇａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓｗｈｉｃｈｗｉｌｌｂｅｕｓｅｄｂｙｕｓｉｎ

ｓｔｕｄｙｉｎｇｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅ

（１）ｉｎＳｅｃｔｉｏｎ３．

［Ｈ１］Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔｄｓｕｃｈｔｈａｔ

狓（犵（狓）－狆（狋））＜０，ｆｏｒ狘狓狘＞犱ａｎｄ狋∈犚．

　　［Ｈ２］狋∈犚，狓犳（狋，狓）≤０（ｏｒ狓犳（狋，狓）≥０）．

Ａｎｄｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ狉２ ＞狉１ ＞０ａｎｄ犺＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ

狉１狘狓狘－犺 ≤狘犳（狋，狓）狘≤狉２狘狓狘＋犺，

　　　　　　　（狋，狓）∈犚
２．

［Ｈ３］犵（０）＝０ａｎｄｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔ

犾ｓｕｃｈｔｈａｔ

狘犵（狓１）－犵（狓２）狘≤犾狘狓１－狓２狘，狓１，狓２ ∈犚．

　　Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｄｅｆｉｎｅ

犃：＝（∫
犜

０
狘狆（狋）狘

２ｄ狋）
１
２ ＋ｓｕｐ

狋∈［０，犜］
狘狆（狋）狘＜＋∞．

３　犕犪犻狀狉犲狊狌犾狋狊

犜犺犲狅狉犲犿３．１　Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｈ１］

～［Ｈ３］ｈｏｌｄ，狉１ ＞α犾ａｎｄ

（π狉１ ＋π狉２ ＋犾犜）（ 槡犃 犜 ＋犜犺）＋π犱犾犜（狉１ －α犾）

π（狉１ －α犾）

　 ＜１，

ｔｈｅｎ（１）ｈａｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅ犜ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ．

犘狉狅狅犳　ＬｅｔΩ１ ＝ ｛狕∈珡Ω，犔狕 ＝λ犖狕，λ∈（０，

１）｝．Ｉｆ狕 ∈Ω１，ｗｅｈａｖｅ

狌′（狋）＝λφ（狏（狋））＝λ
狏（狋）

１－狏２（狋槡 ）
，

狏′（狋）＝－λ犳（狋，λφ（狏（狋）））－λ犵（狌（狋－

τ（狋）））＋λ狆（狋

烅

烄

烆 ）

（３）

Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｔｈｅｆｉｒｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ（３）ｆｒｏｍ０ｔｏ犜，

ｗｅｈａｖｅ

∫
犜

０

狏（狋）

１－狏２（狋槡 ）
ｄ狋＝０ （４）

Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ狋１，狋２ ∈ ［０，犜］ｓｕｃｈｔｈａｔ

狏（狋１）≥０，狏（狋２）≤０．

Ｌｅｔ狋３ａｎｄ狋４ｂｅ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍａｎｄ

ｍｉｎｉｍｕｍｐｏｉｎｔｓｏｆ狏（狋）．Ｔｈｅｎ

狏（狋３）≥０，狏′（狋３）＝０ （５）

ａｎｄ

狏（狋４）≤０，狏′（狋４）＝０ （６）

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅｓｅｃｏｎｄｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ（３）ｔｈａｔ

１２
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０＝狏′（狋３）＝－λ犳（狋，λ
狏（狋３）

１－狏２（狋３槡 ）
，）－

　λ犵（狌（狋３ －τ（狋３）））＋λ狆（狋３）．

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（５）ａｎｄ［Ｈ２］，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ

犵（狌（狋３ －τ（狋３）））－狆（狋３）≥０ （７）

Ｉｎａｓｉｍｉｌａｒｗａｙ，ｗｅａｌｓｏｈａｖｅ

犵（狌（狋４ －τ（狋４）））－狆（狋４）≤０ （８）

Ｉｎｖｉｅｗｏｆ［Ｈ１］，（７）ａｎｄ（８），ｗｅｃａｎｇｅｔ

狌（狋３ －τ（狋３））＜犱

ａｎｄ

狌（狋４ －τ（狋４））＞－犱．

Ｓｉｎｃｅ狌（狋－τ（狋））ｉｓａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎＲ，ｉｔ

ｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｍｕｓｔｅｘｉｓｔａｃｏｎｓｔａｎｔξ ∈ 犚

ｓｕｃｈｔｈａｔ

狘狌（ξ－τ（ξ））狘＜犱．

Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔａｎｉｎｔｅｇｅｒ犿ａｎｄξ∈ ［０，犜］

ｓｕｃｈｔｈａｔξ－τ（ξ）＝犿犜 ＋珋ξ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

狘狌（狋）狘＝狘狌（珋ξ）＋∫
狋

珋
ξ

狌′（狊）ｄ狊狘≤

　犱＋∫
狋

珋
ξ

狘狌′（狊）狘ｄ狊，狋∈ ［珋ξ，珋ξ＋犜］，

ａｎｄ

狘狌（狋）狘＝狘狌（狋－犜）狘＝

狘狌（珋ξ）－∫
珋
ξ

狋－犜
狌′（狊）ｄ狊狘≤犱＋∫

珋
ξ

狋－犜
狘狌′（狊）狘ｄ狊．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｔｗｏｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｔｈａｔ

‖狌‖０ ＝ ｍａｘ
狋∈［０，犜］

狘狌（狋）狘＝ ｍａｘ
狋∈［珋ξ，珋ξ＋犜］

狘狌（狋）狘≤

　 ｍａｘ
狋∈［珋ξ，珋ξ＋犜］

［犱＋
１

２
（∫
狋

珋
ξ

狘狌′（狊）狘ｄ狊＋

　∫
珋
ξ

狋－犜
狘狌′（狊）狘ｄ狊）］≤犱＋

１

２
槡犜 ‖狌′‖２

（９）

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｂｙＬｅｍｍａ２．２，ｗｅｈａｖｅ

‖狌‖２ ＝ （∫
犜

０
狘狌（狋）狘

２ｄ狋）
１
２ ＝

　（∫
犜

０
狘狌（狋＋珋ξ）狘

２ｄ狋）
１
２ ＝

　（∫
犜

０
狘狌（狋＋珋ξ）－狌（珋ξ）＋狌（珋ξ）狘

２犱狋）
１
２ ≤

　（∫
犜

０
狘狌（狋＋珋ξ）－狌（珋ξ）＋犱狘

２ｄ狋）
１
２ ＜

　 ［∫
犜

０

（狘狌（狋＋珋ξ）－狌（珋ξ）狘＋犱）
２ｄ狋］

１
２ ＜

　（∫
犜

０

（狘狌（狋＋珋ξ）－狌（珋ξ）狘）
２ｄ狋）

１
２ ＋

　（∫
犜

０
犱２ｄ狋）

１
２ ≤

π
犜
‖狌′‖２ ＋ 槡犱 犜 （１０）

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｓｅｃｏｎｄｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ（３）ｂｙ狌′（狋）

ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，犜］，ｗｅｈａｖｅ

０＝∫
犜

０
狏′（狋）狌′（狋）ｄ狋＝－λ∫

犜

０
犳（狋，
狌′（狋）

λ
）狌′（狋）ｄ狋－

　λ∫
犜

０
犵（狌（狋－τ（狋）））狌′（狋）ｄ狋＋λ∫

犜

０
犵（狌（狋－

　τ（狋）））狌′（狋）ｄ狋＋λ∫
犜

０
狆（狋）狌′（狋）ｄ狋＝

　 －λ∫
犜

０
犳（狋，

狌′（狋）

λ
）狌′（狋）ｄ狋－λ∫

犜

０

［犵（狌（狋－

　τ（狋）））－犵（狌（狋））］狌′（狋）ｄ狋－

　λ∫
犜

０
犵（狌（狋））狌′（狋）ｄ狋＋λ∫

犜

０
狆狌′（狋）ｄ狋．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ［Ｈ２］，［Ｈ３］ａｎｄＬｅｍｍａ２．３ｔｈａｔ

狉１∫
犜

０
狘狌′（狋）狘

２ｄ狋≤∫
犜

０
狘犵（狌（狋－τ（狋）））－

　犵（狌（狋））狘·狘狌′（狋）狘ｄ狋＋

　∫
犜

０
狘狆（狋）狘·狘狌′（狋）狘ｄ狋＋

　∫
犜

０
狘犺狘·狘狌′（狋）狘ｄ狋≤

　犾∫
犜

０
狘狌（狋－τ（狋））－狌（狋）狘·狘狌′（狋）狘ｄ狋＋

　∫
犜

０
狘狆（狋）狘·狘狌′（狋）狘ｄ狋＋犺∫

犜

０
狘狌′（狋）狘ｄ狋≤

　犾（∫
犜

０
狘狌（狋－τ（狋））－

　狌（狋）狘
２ｄ狋）

１
２（∫

犜

０
狘狌′（狋）狘

２ｄ狋）
１
２ ＋

　（∫
犜

０
狘狆（狋）狘

２ｄ狋）
１
２（∫

犜

０
狘狌′（狋）狘

２ｄ狋）
１
２ ＋

　 槡犺 犜（∫
犜

０
狘狌′（狋）狘

２ｄ狋）
１
２ ≤

　α犾∫
犜

０
狘狌′（狋）狘

２ｄ狋＋

　（犃＋ 槡犺 犜）（∫
犜

０
狘狌′（狋）狘

２ｄ狋）
１
２．

Ｓｉｎｃｅ狉１ ＞α犾，ｔｈｕｓ

　　　　 ‖狌′‖２ ≤
犃＋ 槡犺 犜
狉１ －α犾

（１１）

ｗｈｉｃｈｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ（９）ａｎｄ（１０）ｌｅａｄｓｔｏ

‖狌‖０ ≤犱＋
１

２
槡犃 犜 ＋犜犺
狉１ －α犾

：＝ρ１ （１２）

ａｎｄ

‖狌‖２ ≤
犃犜 ＋ 槡犜 犜犺

π（狉１ －α犾）
＋ 槡犱 犜 （１３）

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｓｅｃｏｎｄｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ（３）ｂｙ

狏′（狋）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，犜］，ｉｎ

ｖｉｅｗｏｆ［Ｈ２］，［Ｈ３］ａｎｄＬｅｍｍａ２．３，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

２２
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∫
犜

０
狘狏′（狋）狘

２ｄ狋＝－λ∫
犜

０
犳（狋，

狌′（狋）

λ
）狏′（狋）ｄ狋－

　λ∫
犜

０
犵（狌（狋－τ（狋）））狏′（狋）ｄ狋＋λ∫

犜

０
狆（狋）狏′（狋）ｄ狋≤

　λ∫
犜

０
狘犳（狋，

狌′（狋）

λ
）狘·狘狏′（狋）狘ｄ狋＋

　∫
犜

０
狘犵（狌（狋－τ（狋）））－犵（狌（狋））狘狏′（狋）狘ｄ狋＋

　∫
犜

０
狘犵（狌（狋））狘·狘狏′（狋）狘ｄ狋＋

　∫
犜

０
狘狆（狋）狘·狘狏′（狋）狘ｄ狋≤

　狉２∫
犜

０
狘狌′（狋）狘·狘狏′（狋）狘ｄ狋＋犺∫

犜

０
狘狏′（狋）狘ｄ狋＋

　犾∫
犜

０
狘狌（狋－τ（狋））－狌（狋）狘·狘狏′（狋）狘ｄ狋＋

　犾∫
犜

０
狘狌（狋）狘·狘狏′（狋）狘ｄ狋＋

　∫
犜

０
狘狆（狋）狘·狘狏′（狋）狘ｄ狋≤

　狉２‖狌′‖２‖狏′‖２ ＋ 槡犺 犜 ‖狏′‖２ ＋

　α犾‖狌′‖２‖狏′‖２ ＋犾‖狌‖２‖狏′‖２ ＋

　犃‖狏′‖２，

ｗｈｉｃｈｙｉｅｌｄｓ

‖狏′‖２ ≤ （狉２２ ＋α犾）‖狌′‖２ ＋犾‖狌‖２ ＋

　 槡犺 犜 ＋犃．

Ｆｒｏｍ（１１）ａｎｄ（１３），ｗｅｏｂｔａｉｎ

‖狏′‖２ ≤

（π狉１ ＋π狉２ ＋犾犜）（犃＋ 槡犺 犜）＋π 槡犱犾 犜（狉１ －α犾）

π（狉１ －α犾）

（１４）

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ （４）ｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓζ ∈ ［０，犜］

ｓｕｃｈｔｈａｔ狏（ζ）＝０．Ｉｔｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ

狘狏（狋）狘＝狘狏（ζ）＋∫
狋

ζ

狏′（狊）ｄ狊狘≤∫
犜

０
狘狏′（狊）狘ｄ狊．

Ｔｈｕｓ

‖狏‖０ ≤ 槡犜 ‖狏′‖２．

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｗｉｔｈ（１４），ｗｅｃａｎｈａｖｅ

‖狏‖０ ≤

（π狉１ ＋π狉２ ＋犾犜）（ 槡犃 犜 ＋犺犜）＋π犱犾犜（狉１ －α犾）

π（狉１ －α犾）
：

＝ρ２．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ

（π狉１ ＋π狉２ ＋犾犜）（ 槡犃 犜 ＋犺犜）＋π犱犾犜（狉１ －α犾）

π（狉１ －α犾）

＜１

ｔｈａｔ

　　　 ‖狏‖０：＝ρ２ ＜１ （１５）

ＬｅｔΩ２ ＝｛狕∈Ｋｅｒ犔：犖狕 ∈Ｉｍ犔｝．Ｉｆ狕∈Ω２，

ｔｈｅｎ狕 ∈ＫｅｒＬａｎｄ犙犖狕 ＝０．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，

狘狌（狋）狘≤ρ１，狏（狋）＝０＜ρ２．

Ｓｅｔ

Ω ＝ ｛狕＝ （狌，狏）
Ｔ
∈犡：‖狌‖０ ≤

　ρ１ ＋１，‖狏‖０ ＜
１＋ρ２
２

＜１｝．

Ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（ｈ１）ａｎｄ（ｈ２）ｏｆＬｅｍｍａ２．１

ａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（ｈ３）

ｏｆＬｅｍｍａ２．１，ｗｅｄｅｆｉｎｅ犑：Ｉｍ犙→Ｋｅｒ犔ｉｓａｌｉｎｅ

ａｒｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ犑（狌，狏）＝ （狏，狌）
犜，ａｎｄｄｅｆｉｎｅ

犎（狕，μ）＝μ狕＋（１－μ）犑犙犖狕，

　（狕，μ）∈Ω×［０，１］．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ［Ｈ１］ｔｈａｔ狕
Ｔ犎（狕，μ）≠０，（狕，μ）

∈（Ω ∩Ｋｅｒ犔）×［０，１］，ｔｈｅｎ

ｄｅｇ（犑犙犖，Ω ∩Ｋｅｒ犔，０）＝

　ｄｅｇ（犎（狕，０），Ω ∩Ｋｅｒ犔，０）＝

　ｄｅｇ（犎（狕，１），Ω ∩Ｋｅｒ犔，０）≠０，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（ｈ３）ｏｆＬｅｍｍａ

２．１ｉｓａｌｓｏｓａｔｉｓｆｉｅｄ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｅｑ．（１）ｈａｓａｔ

ｌｅａｓｔｏｎｅ犜ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ａｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｗｅｌｉｓｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａ

ｔｉｏｎ：

犈狓犪犿狆犾犲３．２　Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａ

ｔｉｏｎ：

（ 狓′（狋）

１＋（狓′（狋））槡
２
）＋犳（狋，狓′（狋））＋

　　犵（狓（狋－τ（狋）））＝狆（狋） （１６）

ＴｈｅＥｑ．（１６）ｈａｓｈａｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅ
π
４
ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏ

ｌｕｔｉｏｎ．

犘狉狅狅犳　ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＴｈｅｏｒｅｍ３．１ａｎｄ

（１），ｗｅｈａｖｅ

犳（狋，狓′（狋））＝ （２＋
１

２
ｓｉｎ８狋）狓′（狋），

犵（狓（狋））＝－
１

６４
狓（狋），

狆（狋）＝
１

２５６
ｓｉｎ８狋ａｎｄτ（狋）＝ｓｉｎ８狋．

Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ犜 ＝
π
４
，狉１ ＝１，狉２ ＝３，犾＝

１

６４
，α＝

ｍａｘ
狋∈［０，

π
４
］

狘ｓｉｎ８狋狘＝１．

Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ狉１ ＞α犾．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，

３２



　 #$%&&'

（
()*&+

） 　 ^５３_

犃 ＝ （∫
π
４

０
狘
１

２５６
ｓｉｎ８狋狘

２ｄ狋）
１
２ ＋

　 ｓｕｐ
狋∈［０，

π
４
］

狘
１

２５６
ｓｉｎ８狋狘＜

１

１２８
．

Ｉｆｗｅｃｈｏｏｓｅ犱 ＝
１

４
ａｎｄ犺 ＝

１

２５６
，ｔｈｅｎ

（π狉１ ＋π狉２ ＋犾犜）（ 槡犃 犜 ＋犺犜）＋π犱犾犜（狉１ －α犾）

π（狉１ －α犾）

＜

（π＋３π＋
１

６４
·π
４
）· １
１２８

π（１－
１

６４
）

＋
１

４
·１
６４
·π
４
＜１．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｈ１］～［Ｈ３］ｏｆＴｈｅｏｒｅｍ

３．１ａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ（１６）ｈａｓａｔｌｅａｓｔ

ｏｎｅ
π
４
ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ．
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