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一类多时滞反应扩散HBV病毒模型的动力学分析

蒲武军

（陇南师范高等专科学校数学系，甘肃，陇南 742500）

摘 要：研究了一类具有时滞的反应扩散病毒模型。利用抽象泛函微分方程讨论了该模型非负解的存在性和有界

性，借助线性化方法获得了无病平衡点的局部渐近稳定性，构造相应的 Lyapunov函数分别证明了无病平衡点的

全局渐近稳定性和地方病平衡点的全局渐近稳定性，完善了已有的结果。
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Abstract: A diffusion HBV virus model with delay was investigated. By using the abstract functional differential
equation, the existence and boundedness of its nonnegative solutions were discussed. The local stability of the
uninfected steady state was analyzed by linearization technique, and the global stability of the uninfected steady
and the infected steady state were studied with the direct Lyapunov method, which improves and extends some
known results.
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近年来，利用数学模型来探讨该病毒长期的发

展趋势便是其中的一种方法，而且已经取得了许多

好的结果[1-3]。考虑到病毒自身的特性，时滞和扩散

因素的影响在乙肝病毒模型研究中的重要性是不

可忽视的，许多学者对其进行了详细的探讨[4-9]。事

实上，就乙肝病毒的控制而言，不同的感染率函数、

时滞和扩散是三个非常重要的因素，正如 Ebert[10]

所说那样，微寄生物感染的感染率是寄生虫量的一

个递增函数，而且通常是 S型的。基于此，饱和发

生率的引入就显得符合很有必要，又由于它不仅包

含了被感染个体的拥挤效应，而且避免了常数发生

率无界性这一弊端。而细胞的感染，病毒的产生以

及免疫反应激活等过程被认为都是瞬时发生的，许

多研究表明从病毒入侵细胞的时刻到细胞中产生

并释放新病毒的时刻之间也存在一段时间差，而且

产生免疫反应也是需要时间差的。因此，不同因素

导致的多时滞的引入则显得尤为必要。受文献[11]

的启发，本研究拟讨论如下的多时滞反应扩散的

HBV模型：
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0,t x ，初值条件：
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齐次 Neumann边界条件：

0, 0,( , ) (0, ),D V x 
 
 
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 
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其中是 nR 中连通的有界开集，且具有光滑边界

。初值函数 ( , )( 1,2,3,4)i x i   非负且Holder 连

续，   表示 上的外向正规导数，边界条件（3）
意味着病毒颗粒不能跨越边界  。 ( , ), ( , ),H x t I x t
( , ), ( , )D x t V x t 分别表示 t时刻 x处未受感染的肝细

胞的浓度，已被感染的肝细胞的浓度，含乙肝病毒

DNA 分子的衣壳数目，血浆中病毒粒子的数量。

,D Vd d 为扩散系数， 1 表示病毒隐蔽时间， 2 表示

衣壳的成熟时间， 3 表示新产生的含 HBV-DNA衣

壳变为游离态病毒所需的时间。 2 2x    是拉普

拉斯算子，其余各参数的生物学意义详见文献[11]。
本研究主要引入了新的感染率函数和多时滞，而有

别于文献[11]的，是对 HBV模型研究的补充。

1 解的存在性和有界性

显然，系统(1)-(3) 总存在无病平衡点 0E 

( ,0,0,0)s  其基本再生数： 0 ( )sk c      。

系统 ( 1 ) - ( 3 ) 的正平衡点满足如下方程：
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简单计算，易得
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于是，当 0 1  时系统 (1)-(3) 存在唯一的正

平衡点 * * * * * 4( , , , )E H I D V R  。

定理 1.1 系统 (1)-(3) 总存在无病平衡点

0 ( ,0,0,0)E s  。当 0 1  时还存在一个地方病平

衡点 * * * * *( , , , )E H I D V 。

以下利用的方法[12]证明系统 (1)-(3) 的非负性

和有界性。

令 4( , )BUC R   表示有界且一致连续函数

的集合，则 4( , )BUC R     是非负锥，且在

上可诱导出标准的偏序。令 | | 表示 4R 上的欧几

里得范数, || || sup | ( ) |
x

x 


 ,则 ( ,|| || )  是一个巴

拿赫格。

([ ,0], ), ([ ,0], )C C          ，则  是

 上诱导出的偏序。定义范数
[ , 0 ]

| | | | s u p
 

 
 



| | ( ) || x  则 ( , )  是有序的巴拿赫空间。对

0  ， 函 数 :[ , )     诱 导 出 函 数

, [0, )t t b   ，其中 ( ) ( ), [ ,0]t t         。

对 1 2 3 4( , , , )        ， x  ， 定 义

1 2 3 4( , , , ) :F F F F F   如下：
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3 2 2 3( )( ) ( , ) ( ) ( ,0)F x x x         ，

4 3 3 4( )( ) ( , ) ( ,0)F x x c x      .

则 F 是  的有界子集上 Lipschitz 连续。于是系统

(1)-(3) 可以改写为如下的抽象泛函微分方程：

0
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其中 ( , , , ), : (0,0, , ) TD VH I D V d D d V    A 。

令
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定义 [ , ] { : ( ) , }x x       0 M 0 M ，

[ , ] { : ( ) [ , ] , [ ,0]}           0 M 0 M 。

定理 1 .2 对每一个初值 1 2 3 4( , , , )     
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[ , ]0 M ， 系 统 (1)-(3) 存 在 唯 一 的 非 负 解

( , ; ), [0, )t x t    ，且 [ , ] , 0t t  0 M 。

证明：对 [ , ]   0 M 和 0  ，有
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因此，对任意小的 , (0) ( ) [ , ]F      0 M ，这意
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0
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0 M
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令 [0,0, , ]TD Vd dD ，由文献[13]的定理 1.5知 D

的无穷小算子在上生成一解析半群 ( )tT 。事实

上，令 [ , ] , ( , ) ( ), ( , )K S t s t s B t    0 M T ( )F  ，

由文献[14]的推论 4可知系统(1)-(3) 存在唯一的适

度解 ( ; ) [ , ] , [0, )t t    0 M ，且由文献[15]的推

论 2.5知 t  时该适度解就是古典解。

2 平衡点 0E 的稳定性分析

设 1 20 n       是在上具有齐次

Neumann 边界条件的拉普拉斯算 △ 的特征值，

( )( 1,2, )iE i   是在 1( )C  上对应于特征值 i 的

特征函数空间。{ : 1, ,dim ( )}ij ij E   是 ( )iE  的

标准正交基， 1 4 4[ ( )] , { : }ij ijC R   X X h h ，

则

dim ( )

1 1
,           

iE

i i ij
i j



 

  X X X X ，

其中 代表子空间的直和。

设 ( , , , )E H I D V 是系统(1)-(3) 的任一平衡

点，考虑如下的平移变换：

1 2( , ) ( , ) , ( , ) ( , )U x t H x t H U x t I x t I    ，

3 4( , ) ( , ) , ( , ) ( , )U x t D x t D U x t V x t V    .

在 ( , , , )E H I D V 处线性化系统 (1) 可得

1 2( , ) ( , )Z Q Z J Z x t J Z x t
t


    


，

其中， (0,0, , ),     ( , , , )TD VQ diag d d Z H I D V  ，

令算子 1 2( , ) ( , )LZ Q Z J Z x t J Z x t      。对每

一个 1,2,i   , iX 是算子 L的不变子空间， 是 L

的特征值，当且仅当它是特征方程

1 2det( ) 0iQ J J e E     

的根。其中 E 是 4 4 的单位矩阵。于是平衡点

( , , , )E H I D V 所对应的线性化系统的特征方程为：

1 1

2
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2

2

0 0
1 (1 )

0 0
1 (1 )
0 0
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i D

i V

kV kH
aV aV

kVe kHe
aV aV

e d
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 





 

 

    
  

 
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 
 

 
 

 
   

  

(2.1)
定理 2.1 若 0 1  ，则系统 (1)-(3) 的无病平

衡点 0E 局部渐近稳定；若 0 1  ,则 0E 不稳定。

证明：先考虑 0 1  的情形。由 (2.1) 易得无

病平衡点 0E 处的特征方程为
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( )[( )( )( )i D i Vd c d                
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当 1 2 3 0     时，方程（2.2）可化为

3 2
2 1 0 0 0A A A B       (2.3)

其中： 2 ( 2 ) 0i D i VA d c d         ，
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由 Routh-Hurwitz 准则[16]知方程(2.3)的所有特征根

均具有负实部，因此平衡点 0E 局部渐近稳定。

当 1 2 3, , 0    时，    显然是方程(2.2)的

一个根。剩余的根由如下的方程决定

1 2 3( )3 2
2 1 0 0 0A A A B e              (2.4)

其中： 2 ( 2 ) 0i D i VA d c d         ，

1 ( )( )
     ( ) 0

i D i V

i D i V

A d c d
d c d

   
    
    

     ，

0 ( )( ) 0i D i VA d c d         ，

0 0ksB 


  

令 ,i R    ，并代入到（2.4），分离实部和虚

部得
2

0 2 0 1 2 3cos( ( ))A A B         (2.5)
2

1 0 1 2 3( ) sin( ( ))A B         (2.6)

将（2.5）和（2.6）分别平方并相加得
6 2 4 2 2 2 2

2 1 1 0 2 0 0( 2 ) ( 2 ) 0A A A A A A B        
(2.7)

进一步，令 2  ，则（2.7）可化为

3 2 2 2 2 2
2 1 1 0 2 0 0( 2 ) ( 2 ) 0A A A A A A B        

(2.8)
则有

2
2 12 0A A  ， 2 2

0 0 0A B  ，

2 2 2 2
2 1 1 0 1 0 0( 2 )( 2 ) ( ) 0A A A A A A B     。

因此，方程（2.8）的根均具有负实部。综上，当

0 1  ，对 0  ，无病平衡点 0E 局部渐近稳定。

若 0 1  ，方程（2.4）至少存在一个正根，

事实上，
3 2

2 1 0( )i A A A        1 2 3( )
0B e

     

显然 lim ( )i
 


 。由于 1 0  ，故

01 (( )(1 00) )c      ，

因此，当 0 1  时，无病平衡点 0E 不稳定。

为证明平衡点的全局渐近稳定性，考虑函数

( ) 1 ln , 0g x x x x    。显然， ( ) 0g x  ， 0x  ，

且
1 1

ln 0
nn

i i
i i

n x x
 

    。

定理 2.2 若 0 1  ，则系统 (1)-(3) 的无病平

衡点 0E 全局渐近稳定。

证明：定义 Lyapunov函数如下：

1 2( , ) ( ( , ) ( , ))dL x t U x t U x t x


  ，

其中

1 0
0

( , ) ( , ) ( , )HU x t H g I x t D x t
H




       
  



( ) ( , ) dV x t x  






，

2 ( , )U x t 

1 2

     

     

( , ) ( , )d ( , )d
1 ( , )

t t

t t

kH x V x I x
aV x 

     
  


  

  


3

  

  
( , )d d

t

t
D x x


 



则 1( , )U x t
t






0 ( , ) ( , )(1 )( ( , ) )d
1 ( , )

H H x t V x ts H x t k x
H aV x t




   


1 1

1

( , ) ( , )[ ( , )]d
1 ( , )

H x t V x tk I x t x
aV x t
  



 
 

 

2[ ( , ) ( ) ( , )]dDd D I x t D x t x    
 

     
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3
( ) [ ( , ) ( , )]dVd V D x t cV x t x    
 


   

2 ( , )U x t
t






1 1

1

( , ) ( , )( , ) ( , )[ ]d
1 ( , ) 1 ( , )

H x t V x tkH x t V x t k x
aV x t aV x t

 


 
 

  

2

3

[ ( , ) ( , )

( ) ( ( , ) ( , ))]d

I x t I x t

D x t D x t x

  

   


   


 


.

则
d ( , )
d
L x t
t



0
0 0

0

( )[ (2 ) ( 1)]d
H H cH x
H H

  



     

( )
[ ]dVD dd D V x  
 


  

显然，

0

0

2 0H H
H H

   ，

( )
[ ]d 0VD dd D V x  
 


   

因此，当 0 1  时，对所有的 , , , 0H I D V  ，

有
d ( , ) 0
d
L x t
t

 。

记M 是集合 4 d
d

{( , , , ) : 0}LH I V D R
t  的最大

紧不变子集，若
d 0
d
L
t
 ，则必有 0 ,sH H


 

0,I  0, 0D V  ，因此， {( ,0,0,0)}sM


 ，根

据 LaSalle不变集原理[17]知，当 0 1  时，系统

(1)-(3) 的平衡点 0E 全局渐近稳定。

3 正平衡点 *E 的全局渐近稳定性

定理 3.1 若 0 1  ，则系统 (1)-(3) 的正平衡

点 *E 全局渐近稳定。

证明：定义 Lyapunov函数

1 2( , ) ( ( , ) ( , ))dL x t L x t L x t x


  ，

其中

* *
1 * *( , ) H IL x t H g I g

H I
        
   

* *
* *

( )D VD g V g
D V

   
 

      
   

，

1

* * *  

2 * * *  

( , ) ( , ) 1( , ) d
1 1 ( , )

t

t

kH V kH x V x aVL x t g
aV aV x kH V

  


 
     



2 3

   * *
* *   

( , ) ( ) ( , )d d
t t

t t

I x D xI g D g
I D 

      
 

      
    

则

* * *
1 1 1 1L H H I I D D
t H t I t D t




        
                   

*( ) 1 V V
V t

  


  
    

* * * *
*

*2
1 1

H H kHV kH V I HH
H H aV aV H


 

         

*4 I  1 1

1
1
kH V

aV
 






1 1

1

*

1
kH VII

I aV
 



  


*

1 D
D d D
D



 
   

 
2

* ( )1 D I D
D 

  


  
   

 

3

* *( ) ( )1 1V
V Vd V D
V V 

     
 

    
       

   

( )cV  



1 1 1 1

1 1

* *
2

* ln1 1 1 1
kH V kH VL kHV kH V

t aV aV aV aV
   

 


   

    

2

2

*
*

* *

1 ( )ln
IaV I I I D

kH V I



    


 

    

3

3

*( ) ( ) ln
DDD
D



     

 
 



于是

1 2d d
d

L LL x
t t t

       
* * *

*
* *

* *
*

2
1

1      d
1

H H H kHV IH V
H H H aV V

aVI I x
aV



 



               
   



* *( )1 1 dD V
D Vd D d V x
D V

   
 

              
     



32

* * *
*

* * *

15
1

DIH aV D VI
H aV D I D V




            

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1 1

1

1 d
1
kH V

x
I aV

 



  

31 1 2

1

* 1ln d
1

DH V IaVI x
aV HV I D

  






       


显然，
*

*
*2 0H HH

H H


 
   

 
，

* *( ) d 0D V
D Vd D d V x
D V

   
 

            
    

 ，

( ) d 0D Vd D d V x   
 

 
    

 
 ，

而 *V V 和 *V V 二者必居其一，所以
* *

* *
* *

1 0
1 1

H kHV I aVV I I
H aV V aV

  
 

        
，

同时，取
*

1 2 *

1,
1

H aVx x
H aV


 


， 2

*

3 * ,
IDx

D I
 

3 1 1

1

*

4 5*

1,
1

D kH VVx x
D V I aV
  


   


，则

32

* * *

* * *

15
1

DIH aV D V
H aV D I D V


      



31 1 1 1 2

1 1

1 1ln 0
1 1

DkH V H V IaV
I aV aV HV I D

    

 


     
 

即
d 0
d
L
t
 ，结合定理 2.1的证明，当 0 1  时，系

统(1)-(3)的平衡点 *E 全局渐近稳定。

本文讨论了一个多时滞反应扩散 HBV 病毒模

型，学习了其动力学行为，包括非负解的存在性和

有界性，无病平衡点的局部渐近稳定性和全局渐近

稳定性，并证明了在 0 1  时，地方病平衡点的全

局渐近稳定。
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