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摘  要：研究了量子信息理论中无限维两体量子态的可分性鲁棒和纠缠鲁棒问题。利用无限维两体量子系统态的

Concurrence纠缠度以及可分态的边缘态的概念，讨论了无限维两体量子态的可分性鲁棒和纠缠鲁棒的定义。得到

了可分性鲁棒以及纠缠鲁棒的若干基本性质，推广了有限维两体量子态的相应结果，获得了无限维两体量子系统

态的可分性鲁棒和纠缠鲁棒分别为零的等价条件。 
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THE SEPARABILITY ROBUSTNESS AND ENTANGLEMENT 
ROBUSTNESS FOR STATES IN INFINITE DIMENSIONAL BIPARTITE 

SYSTEMS 
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Abstract: The separability robustness and entanglement robustness for states in infinite dimensional quantum 
systems in quantum information theory were studied.  Using Concurrence entanglement measure and edge states 
of separable states in infinite dimensional quantum systems, the concepts of separability robustness and 
entanglement robustness for states in infinite dimensional quantum systems was discussed.  Some properties of 
separability robustness and entanglement robustness for infinite dimensional quantum states were obtained. 
Furthermore, these results generalize the corresponding results of bipartite finite dimensional quantum systems.  
We obtain some equivalents conditions of zero separability robustness and entanglement robustness. 
Key words: infinite dimensional quantum systems; separability robustness; entanglement robustness; edge 
separable states 
 

0  引言 

众所周知，量子纠缠态作为一种重要的物理资

源已被广泛地应用于量子计算的各个方面[1]。 如何
识别态的纠缠性以及量化纠缠程度是量子信息理

论中的两个基本的问题。在两体复合量子系统中对

于纠缠态的判别问题已有众多有价值的结果[2-7]，但

是仍无法有效地鉴别所有的量子态。在量化纠缠

度方面，国内外也有很多有意义的研究结果，比

如 Concurrence 纠缠度、形成纠缠度以及负性纠缠
度等[8-10]。近十几年来，在复合量子系统中研究者

发现纠缠不仅仅是隐藏于态之间的一种量子关联，

常见的量子关联还有量子无序性（Quantum 
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Discord)、测度诱导的非局部性（Measurement 
Induced Non-locality)、量子亏损（Quantum Deficit)
以及可分性鲁棒（Separability Robustness）和纠缠
鲁棒(Entanglement Robustness)等[11-14]。所有这些量

子关联都可作为重要的资源应用于量子计算的各

个方面[15]。本文主要讨论无限维两体量子态的可分

性鲁棒和纠缠鲁棒问题。 
记 S(H)表示与量子系统相对应的可分复

Hilbert 空间 H 上的全体量子态组成的集合。设

( )S Hρ ∈ ，如果 1)( 2 =ρTr ，则 ρ 为纯态；

1)( 2 <ρTr ，则 ρ 为混合态，这里 )(⋅Tr 表示矩阵的

迹运算。一般的，纯态用 Hilbert空间中的复单位向

量表示，记为 |ψ 〉 , | |ρ ψ ψ= 〉〈 是其对应的密度算

子。而混合态一般可表示为纯态的凸组合的形式，

即 = i i
i

pρ ρ∑ ，这里 0ip ≥ ， i 1
i

p =∑ ， iρ 是H 上

的纯态。设 1 2H H H= ⊗ ，dim H ≤ +∞，| Hψ 〉 ∈ 称

为可分的，如果 1 2| | |ψ ψ ψ〉 = 〉⊗ 〉，这里 | i iHψ 〉 ∈ 分

别是 iH 上的纯态（i=1,2）。对于混合态 ( )S Hρ ∈ ，

称 ρ 是可分的，如果它是可分纯态的凸组合的形

式，即 = i i
i

pρ ρ∑ ， | |i i iρ ψ ψ= 〉〈 是可分纯态，或者

ρ是上述形式态的迹范数拓扑的极限。 

首先给出一些符号。设 1 2,H H 分别是与量子系

统1,2相结合的可分复 Hilbert 空间， 1 2H H H= ⊗ . 

记 )(HSS 表示 1 2H H H= ⊗ 中的全体可分态组成的

集合， )(HS PS − 表示 H中的全体可分纯态组成的集

合， )(HSs 表示 1 2H H H= ⊗ 中的全体纠缠态组成

的集合，显然有 )()()( HSHSHS SPS ⊆⊆− ，且

)()()( HSHSHS sS ∪= 。 

2010年，Zhang[16]提出了有限维两体复合量子

系统可分态的负性纠缠（Negativity entanglement），
设 )(HSS∈ρ ，ρ 的负性纠缠记为 )(ρN ，定义为 

{ }
}0)

1
(:)({inf)(

,
>

+
+

−=
t
tCtCN

t

σρσρ
σ

      (1) 

其中 )(σC 表示量子态σ 的 Concurrence纠缠度，类

似地 ( )
1

tC
t

ρ σ+
+

表示
1

t
t

ρ σ+
+
的 Concurrence纠缠度。 

根据文献[8]，如果σ 为纯态，则 

)](1[2)( 2
1σσ TrC −=                (2)  

)(21 σσ Tr= 表示σ 对于第二个子系统求偏迹，如果

∑ 〉〈=
i

iiip || ψψσ 为混合态，则 

{ ,| }
( ) inf (| |)

i i
i i ip i

C p C
ψ

σ ψ ψ
〉

= 〉〈∑        (3) 

 ρ 的可分性鲁棒定义为 

{ },
( ) | ( ) | inf{ ( ) : ( ) 0}

1s t

tR N tC C
tσ

ρ σρ ρ σ +
= = >

+
  (4) 

其物理意义可描述为可分态 ρ 抹杀其可分性至少
应该混合的纠缠的量，从而使之成为纠缠态。 
在 1998年，Vidal G[14]

提出了有限维两体量子

态的纠缠鲁棒的定义，设 ( )S Hρ ∈ ，且 ρ 的纠缠
鲁棒记为 ( )eR ρ ，其定义为 

 
{ }( )

1( ) inf { : [ ( )] 0}
1S

e S H
R t C t

tσ
ρ ρ σ

∈
= + =

+
    (5) 

其 中 1[ ( )]
1

C t
t

ρ σ+
+

表 示
1 ( )

1
t

t
ρ σ+

+
的

Concurrence纠缠度。接下来给出无限维两体量子态
的可分性鲁棒和纠缠鲁棒的定义及性质。 

1  主要结果 

定义 1  设 1 2H H H= ⊗ ，且 +∞=)dim( H ，

)(HSS∈ρ ， ρ 的可分性鲁棒定义为 

{ },
( ) inf{ ( ) : ( ) 0}.

1s t

tR tC C
tσ

ρ σ
ρ σ

+
= >

+
      (6) 

其中 ( )C σ 表示无限维量子态σ 的 Concurrence 纠

缠 度 [8] ， 类 似 地  ( )
1

tC
t

ρ σ+
+

表 示
1

t
t

ρ σ+
+

的

Concurrence纠缠度。 

定义 2  设 1 2H H H= ⊗ ，且 +∞=)dim(H ，

( )S Hρ ∈ ， ρ的纠缠鲁棒定义为 

{ }( )
( ) inf { : ( ) 0}.

1s
e S H

tR t C
tσ

ρ σρ
∈

+
= =

+
      (7) 

其中 ( )
1

tC
t

ρ σ+
+

表示
1

t
t

ρ σ+
+
的 Concurrence 纠缠

度。 

定义 3  设 1 2H H H= ⊗ ,且 +∞=)dim(H ，

)(HSS∈ρ ，如果对任意的 0>ε ，存在一个纠缠
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态 )(HSs∈σ ， 使 得
ε
εσρ

+
+

1
是 纠 缠 的 ， 即

0)
1

( >
+
+

ε
εσρC ，则称可分态ρ 是一个可分边缘态。

记为 )(HSES∈ρ ，其中 )(HSES 表示 H 上的可分边

缘态全体。 
下面给出无限维量子系统可分性鲁棒和纠缠

鲁棒的性质。 

性质 1 设 1 2H H H= ⊗ ，且 +∞=)dim( H ，

)(HSES∈ρ 当且仅当 ( ) 0sR ρ = 。 

证明  如果 )(HSES∈ρ ，对任意的 0>ε ，存在

一个纠缠态 )(HSs∈σ ，使得
ε
εσρ

+
+

1
是纠缠的, 即

0)
1

( >
+
+

ε
εσρC ，注意到 ( ) 0C σ >  ，从而 

{ },
( ) inf{ ( ) : ( ) 0} 0.

1s t

tR tC C
tσ

ρ σρ σ +
= > =

+
 

反过来，如果 ( ) 0sR ρ = ，取纠缠态 )(HSs∈σ ，

注 意 到 0)( >σC ， 则 对 任 意 的 0>t ， 有

( ) 0
1

tC
t

ρ σ+
>

+
，则 )(HSES∈ρ 。 

性质 2  设 1 2H H H= ⊗ ，且 +∞=)dim(H ，

)(HS PS−∈ρ ，则 ( ) 0sR ρ = 。 

证 明  设 1 1 2 2| | | |ρ ϕ ϕ ϕ ϕ= 〉〈 ⊗ 〉〈 ， 其 中

2211 |,| HH ∈〉∈〉 ϕϕ 。 

选取合适的基，令 〉=〉〉=〉 2211 0||,0|| ϕϕ ，则

|00||00| 2211 〉〈⊗〉〈=ρ ， 在 此 基 下 ， 选 取

|| ++ 〉〈= ψψσ ，其中
1| (| 00 |11 )
2

ψ + 〉 = 〉+ 〉 。 

利用部分转置判据[], 可得对于任意的 0t > ，

1
t
t

ρ σ+
+
是纠缠的，即 

( ) 0
1

tC
t

ρ σ+
>

+
 

因此 ( )tC σ 的下确界是 0，故 ( ) 0sR ρ = 。 

性质 2说明可分纯态通过混合任意小的纠缠的

量，即可变成纠缠态，从而 ( ) ( )S P ESS H S H− ⊆ ，但

是如果 ( ) 0sR ρ = ， ρ不一定是可分纯态。 

例 如 : 设 1 2dim dimH H= = +∞ ，

1 (| | | |) ( )
2

S Hρ ϕ ϕ ψ ψ= 〉〈 + 〉〈 ∈ ， 

1 (|10 |11 )
2

ϕ〉 = 〉+ 〉 ，
1 (| 01 | 00 )
2

ψ 〉 = 〉+ 〉 ， 

| |σ ψ ψ+ += 〉〈 ，
1| (| 00 |11 )
2

ψ + 〉 = 〉+ 〉 ，易见 

1 2 1 0 2
1 1 0 0
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注意到 ( )
1

ATt
t

ρ σ+
+

不恒大于零，而 ( ) 0sR ρ = ，但 ρ

不是可分纯态。 
通过以上分析，发现 

( ) ( )S P ESS H S Hρ ρ−∈ ⇒ ∈ ， 
( ) ( ) 0ES SS H Rρ ρ∈ ⇔ = 。 

由于局部酉变换不改变约化密度算子的特征

值，从而不改变其 Concurrence 纠缠度，故显然不
改变可分性鲁棒定义中的约束条件，故有 

性质 3  设 1 2,U U 分别是 1 2,H H 系统上的酉算

子， ( )SS Hρ ∈ ，则 †( ) ( )s SR U U Rρ ρ= ，其中

1 2U U U= ⊗ , †U 表示U 的共轭转置运算。 

性质 4 设 ( )s s s
s

p S Hρ ρ= ∈∑ ，则 ( )sR ρ ≥  

( )s S s
s

p R ρ∑ 。 

定理 1  设 1 2H H H= ⊗ ，且 dim( )H = +∞，

( )SS Hρ ∈ 当且仅当 ( ) 0eR ρ = 。 

证明  根据纠缠鲁邦以及无限维 Concurrence
纠缠度的定义，结果显然成立。 

2  结论 

    本文研究了无限维两体量子态的可分性鲁棒
和纠缠鲁棒, 得到了可分性鲁棒以及纠缠鲁棒的若
干基本性质，获得了无限维两体量子系统态的可分

性鲁棒和纠缠鲁棒分别为零的等价条件，进一步得

到了无限维两体量子态的可分性鲁棒与可分态的

边缘态以及可分纯态之间的关系，推广了有限维两
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体量子态的相应结果，其结果对于量子关联的深入

研究具有一定的理论意义。 
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