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摘  要：首先引入Γ -超半群的(m,n)超理想的概念，给出了Γ -超半群的(m,n)超理想的刻画和(m,n)超理想的生成表

示，并利用(m,n)超理想给出(m,n)单Γ -超半群和(m,n)正则Γ -超半群的刻画。利用本文的结果，当Γ只有一个元素

且超运算是一般的二元运算时，半群的(m,n)理想以及利用(m,n)理想对正则半群的刻画可以相应得出。 

关键词：Γ -超半群；(m,n)超理想；(m,n)单Γ -超半群；(m,n)正则Γ -超半群 

中图分类号：O152. 7            文献标识码：A          DOI:10.3969/j.issn.1674-8085.2016.02.001 
 

ON (m,n) HYPERDEALS IN Γ -HYPERSEMIGROUPS 
*XIE Xiang-yun, ZHAI Meng-li 

(School of Mathematics and Computation Science, Wuyi University，Jiangmen, Guangdong 529020, China) 

Abstract: Firstly, we introduce the concept of (m,n) hyperideals of Γ -hypersemigroups, the characterizations of 
(m,n) hyperideals of Γ -hypersemigroups and the generalized theorem of  (m,n) hyperideals is obtained by every 
nonempty set of Γ -hypersemigroups. Secondly, the characterizations of  (m,n) simple Γ -hypersemigroups, and 
(m,n) regular Γ -hypersemigroups are given by (m,n) hyperideals. Finally, some characterizations of regular 
semigroups are obtained in terms of (m,n) ideals. 
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1  准备知识 
众所周知，一个满足结合律的代数系统称为半

群。半群代数理论从研究的基本对象、核心概念、

主要课题的提出到它的行之有效的研究方法的建

立，都得到了数学内部和外部（特别是计算机科学）

的强烈推动，至今系统研究了近80年。特别是，近
几十年与新兴学科如形式语言与自动机理论、码

论、信息安全理论中的应用等交叉发展，半群理论

得到了迅速发展[1]。 
作为泛代数理论的一个研究特例，印度数学家

M.K. Sen在1986年首先提出了Γ -半群的概念[2]。作

为一般半群的推广，半群中的很多重要结论都能在

Γ−半群中找到了类似物[3-6]。例如， Ansari等首先
研究了Γ−半群的(m,n)双理想[7] ，该理论思想很快
能进一步推广去研究序Γ−半群(m,n)理想[8]。后来很

多数学家对双理想的研究拓展到不同的代数结构

中，例如研究Γ -半群上的双理想，序半群上的双理
想，单Γ -半群上的双理想，正则Γ−半群上的双理
想，Γ -超半群上的双理想等。 

1934年，法国数学家F.Marty提出了超结构[9]的

概念，作为经典代数结构的泛化。在超结构中两个

元素的运算不在是一个元素而是一个子集合。随

后，超结构思想在投影、画法和球面几何格，倍群
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和线性几何等数学领域的交叉发展中孕育而生。真

正地将半群代数理论和超结构完美结合的是印度

数学家M.K.Sen，他研究了模糊超半群的相关理论[10]。

从1999年以来，伊朗数学家B.Davvaz等在Γ -超半群
的基本理论的建立，如Γ -超半群的双理想、拟理想、
素理想、格林关系、同余[10-13]等上做了一些基础工作。 
在此基础上，本文将Γ -半群的(m,n)理想的推广

到Γ -超半群(m,n)超理想，研究它的生成，并给出(m,n)
单Γ -超半群和(m,n)正则Γ -超半群的刻画。在开始
讨论之前，先引入一些基本概念。 
定义1[11]  映射 : ( )H H P H× →o 称为H上的

一个超运算，其中H是非空集， ( )P H∗ 是H的不包

含空集的H的所有子集集。如果“ o ” H上的一个超运
算， ( , )H o 称为一个超结构。 

定义2[11]  对于超结构 ( , )H o ，若满足 

( , , )x y z H∀ ∈  ( ) ( )x y z x y z=o o o o , 

即 u x y v y zu z x v∈ ∈∪ = ∪o oo o ，则称 ( , )H o 为一个超半

群。 
定义3[11]  设 },,,{ …zyxS = ， },,,{ …γβα=Γ

是两个非空集合。集合S称为Γ−超半群，若S满足
下列条件: 

1) ( Γ∈∀ α ) ( Syx ∈∀ , ) x y Sα ⊆ ； 

2) ),,( Γ∈∀ γβα ),,( Szyx ∈∀  

)()( zyxzyx βαβα = 。 

简单起见，对 S的任意非空子集 A,B, 记 

{ | , , }A B A B a b a A b Bγ γ γ γ∈ΓΓ = ∪ = ∪ ∈ ∈ ∈Γ ； 

= Γ Γ⋅⋅⋅ΓmA A A A， 

SBS =ΓΓ 00A nn BSBS Γ=ΓΓ0A ， 

SABS mm Γ=ΓΓ 0A , 0A B BΓ = 0A B AΓ = ， 
其中 m,n为任意的非负整数。 

Γ−超半群S的一个非空子集 I称为S的左Γ -
超理想 , 若满足 S I IΓ ⊆ 。对偶地，若满足

I S IΓ ⊆ ，则非空子集 I称为 S的右Γ -超理想。 

Γ−超半群 S的一个非空子集 K称为 S的子
Γ -超半群，若满足K KΓ ⊆ Κ。 

例 1  设 S 是一个非空集合，Γ是 S 的非空
子集合，若取γ ∈Γ。对于任意的 ,x y S∈ ，δ ∈Γ，

我们定义 S 上的二元 Γ 超运算如下：

{ , , }x y x yδ γ= 。则 S为一个Γ -超半群。 

2  Γ -超半群上的(m,n)超理想 
定义 4  设S是Γ -超半群，B是S的任意一个非

空子集，若有B S B BΓ Γ ⊆ ，则B是S的一个双超理想。 

定义 5  对于Γ -超半群S的任意一个非空子集

B，若有 m nB S B BΓ Γ ⊆ ，则B是S的一个(m,n)超理想。 

注 1：从(m,n)超理想的定义不难看出，Γ -超半
群S的双超理想是S的(1,1)超理想。当m=1,n=0(或
m=0,n=1)时，相应的(m,n)超理想是S的左Γ -超理想
（或右Γ-超理想），Γ -超半群S的(m,n)超理想是对

单边Γ -超理想概念的一种推广；对任意的 mk ≥ 和

nl ≥ ，如果B是S的任意一个 ( , l)k 超理想，有 
k l m k m l n n m nB S B B B S B B B S B B− −Γ Γ ⊆ Γ Γ Γ Γ ⊆ Γ Γ ⊆ , 

得出B是 S的一个(m,n)超理想。 
定理 1  设S是Γ -超半群，B是S的一个双超理

想，则 A BΓ ，B AΓ 均是S的(m,n)超理想。 
证明  由B是Γ -超半群 S的一个双超理想，且

B是Γ -超半群S的一个双超理想，得 

B A B B S B BΓ Γ ⊆ Γ Γ ⊆ 。又 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 1

−

− −

Γ = Γ Γ Γ Γ Γ ⊆

Γ Γ Γ = Γ

m m

m m

A B A B A B A B

A B A B A B
 

由归纳可得： 

( ) ( ) ( )2mA B A B A B A B A BΓ ⊆ Γ = Γ Γ Γ ⊆ Γ 。 

故 ( ) ( ) ( ) ( )Γ Γ Γ Γ ⊆ Γ Γ Γ Γm nA B S A B A B S A B ＝  

( ) ( )( )Γ Γ Γ Γ ⊆ Γ Γ Γ =A B S A B A B S B  

( )Γ Γ Γ ⊆ ΓA B S B A B。 

因此 A BΓ 是 S的(m,n) 超理想。类似地可以证
明B AΓ 也是S的(m,n) 双理想。 

性质 1  设S是一个Γ -超半群，对任意的正整
数 k ，如果 1 2, , , kB B BL 为 S 的双超理想。则 

1 2 kB B BΓ Γ ΓL 为 S的一个(m,n)超理想。 

证明  利用归纳法，由定理 1可知，当 2=m
时， 21 BB Γ 为 S的一个(m,n)超理想。假设  k m< ，

kBBB ΓΓΓ L21 为 S 的一个 ),( nm 超理想。则 mk =

时， mm BBBB ΓΓΓΓ −121 L = mm BBBB ΓΓΓΓ − )( 121 L 。 

由归纳假设及定理1知， mBBB ΓΓΓ L21 为 S的

一个(m,n)超理想。 
定理 2 若 A是Γ -超半群 S 的一个Γ -子超半
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群，Q是使得 A Q∩ ≠ ∅的 S的一个 ),( nm 超理想，

则 A Q∩ 是 A的一个(m,n)超理想。 

证明  由 A Q∩ ≠ ∅和 A Q A∩ ⊆ 得，  

( ) ( )m nA Q A A QΓ Γ∩ ∩ 1 1m nA A AΓ+ +⊆ ⊆  

且 

( ) ( )m nA Q A A QΓ Γ∩ ∩ ⊆   
m n m nQ A Q Q S Q QΓ Γ Γ Γ⊆ ⊆ 。 

由此得出 ( ) ( )m nA Q A A QΓ Γ∩ ∩ A Q⊆ ∩ 。故

A Q∩ 是 A的一个(m,n)双超理想。 

定理 3 设{ }i i NQ ∈  是 S的一个(m,n)超理想簇。

若 Ν∈∩i ≠iQ ∅，则 Ν∈∩i iQ 是 S 的一个 ),( nm 超理

想。 
证明  设 i iQ Q∈Ν= ∩ ≠ ∅， 

∵ ( )m
i iQ S∈Ν∩ Γ = i∈Ν∩ ( )m

iQ SΓ ， 

( )n
i iS Q∈ΝΓ ∩ = i∈Ν∩ ( )n

iS QΓ 。 

∴ m nQ S QΓ Γ  ( ) ( )m n
i i i iQ S Q∈Ν ∈Ν= ∩ Γ Γ ∩ =         

( )m n
i i iQ S QΝ Γ Γ∈∩ ⊆ i iQ QΝ∈∩ = 。 

故有Q是 S的一个(m,n)双超理想。      

例  2 i iQ∈Ν∩ ≠ ∅ 是一个必要条件。例如

(0,1)S = ， (0,1/ 2 ),i
iQ i N += ∀ ∈ 是 S的非空子集簇

和 { | n }n Nγ +Γ = ∈ ，其中 

{ / 2 | 0 k n}k
nx y xyγ = < ≤ ( , )x y S∀ ∈  

则 S是一个Γ -超半群， iQ 为 +N 的一个(m,n)超理

想，但是 i iQ∈Ν∩ = ∅。  

定义 6  若Γ -超半群 S的一个(m,n)超理想Q

不真包含S的任何(m,n)超理想，则称Q是S的一个

极小(m,n)超理想。 
设 A是Γ -超半群 S的一个非空子集，用B表示

S的所有(m,n)超理想构成的集合。 

令 ( , )m nB  = { B  | B是 S的包含 A的(m,n)超理

想}，则
( , )( , )( )
m nb m n B BA B

∈
= ∩ 是包含 A的Γ -超半群 S

的(m,n)超理想，我们称 ( , )( )b m nA 为 S的由 A生成的

),( nm  超理想。若 { }A a= ， ),(})({ nmba 简化记为

),()( nmba 。 

定理 4  若 S是一个Γ -超半群，则 ( , )( )b m nA =  

m nA A S A∪ Γ Γ 。 

证明  设 m nQ A A S A= ∪ Γ Γ ，显然 A ⊆ Q，首

先证Q为 ),( nm 超理想。事实上， 

( ) ( )m n m m n nA A S A S A A S A∪ Γ Γ Γ Γ ∪ Γ Γ ⊆   

( ) ( )m m m n nA A S S A A S A∪ Γ Γ Γ ∪ Γ Γ  ⊆  

( ) ( )m m n nA S A A S A∪ Γ Γ ∪ Γ  ⊆ m nA S AΓ Γ 。 

所以Q为(m,n)双超理想。下证Q是 S的包含 A的一

个极小的(m,n)超理想，设 1Q 为 S的包含 A的任意一

个(m,n)超理想,则有 1A Q⊆ 且    

1 1 1
m n m nA S A Q S Q QΓ Γ ⊆ Γ Γ ⊆   

成 立 。 因 此 m nQ A A S A= ∪ Γ Γ ⊆ 1Q 。 故 得

( , )( ) m n
b m nA A A S A= ∪ Γ Γ 。 

推论 2  若 S是一个Γ -超半群， A是Γ -超半

群 S的一个非空子集。 则 ( ,0)( ) m
b mA A A S= ∪ Γ ，

(0, )( ) n
b nA A S A= ∪ Γ 。 

定义 7 设S是一个Γ -超半群，如果 S 除了包
含 S 作为(m,n)超理想外，不存在其它 ),( nm 超理

想，称S为(m,n)单的。 
定理 5 一个Γ -超半群S是(m,n)单的当且仅当
m nS s S s= Γ Γ ， s S∀ ∈ 。 
证明 必要性。S是一个(m,n)单Γ -超半群，由

定理1可得，对任意 Ss ∈ ，因为 m ns S sΓ Γ 是Γ -超半

群 S的一个(m,n)超理想。故 m nS s S s= Γ Γ 。 

充分性。由对任意的 Ss ∈ 有 m nS s S s= Γ Γ 成立

得，若B为 S的任意一个 ),( nm 超理想，则对任意

的 b B∈ 有 m n m nS b S b B S B B= Γ Γ ⊆ Γ Γ ⊆ 。所以

S B= ,即 S是 ),( nm 单的。                                 

定理 6  一个Γ -超半群S的双超理想B为 S
的极小(m,n)超理想当且仅当B为(m,n)单的。 

证明  必要性。设B是 S的极小(m,n)超理想，
下面证明B为(m,n)单Γ-超半群。 

设C为B的一个 ),( nm 超理想，则有 nmC B CΓ Γ ⊆  

C B⊆ 。由定理1及推论1得， mC BΓ 为 S 的一个

),( nm 超理想。再由定理1， m nC B CΓ Γ 为 S的一个

(m,n)超理想。因为B是 S的一个极小 ),( nm 超理想，

则 m nB C B C C⊆ Γ Γ ⊆ 。故得 m nB C C B C= = Γ Γ ，

因此B为一个 ),( nm 单Γ -超半群。 
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充分性。设 C 为 S 的一个 ),( nm 超理想，

C B⊆ ，则有 m mn nC B C C S C C BΓ Γ Γ ⊆Γ ⊆⊆ 。 

故C是B的一个(m,n)超理想。又B是一个 ),( nm 单

Γ -超半群，所以   B C= 。因此B为极小(m,n)双超
理想。 

例 3 例如 S N += ， { }γΓ = ，x y x yγ = + +  

5N + ( , , )x y S γ∀ ∈ ∈ Γ ，不难验证 S是一个Γ -超

半群。如果Q是 +N 的极小(m,n)超理想，则它是

一个无限集。令Q ' = Q \ { }k ，这里 k为Q中的

最小正整数，则Q '也是 +N 的(m,n)超理想，显然

Q '是Q的一个真子集。由此可以得出一般情况

下不是所有的Γ -超半群均包含极小(m,n)超理想。 

3   (m,n)正则性 
定义 8  设 A是Γ -超半群 S 的非空子集，若

m nA A S A⊆ Γ Γ ，则S是一个 ),( nm 正则Γ -超半群。 

(m,n)正则 Γ -超半群可以等价地表述为：

,m na a S a a S∈ Γ Γ ∀ ∈ 。 

定理7  Γ -超半群 S 是(m,n)正则的当且仅当

( , ),n
m n

m AA A S A B∈Γ Γ ∀= 。 

证明 必要性。 设Γ -超半群S是(m,n)正则， 则

( , ),n
m n

m AA A S A B∈Γ Γ ∀⊆ 。 

又 A是 ),( nm 超理想，则 m nA S A AΓ Γ ⊆ 。因此，

( , ),n
m n

m AA A S A B∈Γ Γ ∀= 。 

充分性。设 ( , ),n
m n

m AA A S A B∈Γ Γ ∀= 。对 Γ -

超半群 S 的任意一个非空子集 A，由定理4得，

( , )( ) m n
b m nA A A S A= ∪ Γ Γ 。同时不难推出，                    

( , )( ) m m
b m nA S A SΓ = Γ ， ( , )( ) n n

b m nS A S AΓ = Γ 。 

又 ),(),()( nmnmb BA ∈ ，则有 

( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( )⊆ = Γ Γ =m n
b m n b m n b m nA A A S A  

( , )( )Γ Γ = Γ Γm n m n
b m nA S A A S A  

因此 m nA A S A⊆ Γ Γ ，即 S是一个 ),( nm 正则 Γ -超

半群。  
定义 9  设S是一个Γ -超半群，A为S的任意

一个非空子集。若 mA A⊆ ，则称 A为m子幂等的。

若 mA A= ，则称 A为m幂等的。如果S的任意非空

子集都是m幂等的，称S是m幂等的。 
定理8  设S为一个(m,n)正则Γ -超半群，则 
(ⅰ) S的任意 ( ,0)m 超理想是 1n + 次幂等的； 

(ⅱ) S的任意 (0, )n 超理想是 1m + 次幂等的。 

证明  (ⅰ) 设 A为 S的一个 ( ,0)m 超理想，则

有 mA S AΓ ⊆ 。又 S是一个 ),( nm 正则超Γ -半群，

所以 1m n n nA A S A A A A +⊆ Γ Γ ⊆ Γ ⊆ 。故 A是 1n + 次

幂等的。 
同理可证(ⅱ)。                                                       
定理10  设Γ -超半群 S为 ,m n幂等的。则 S

是(m,n)正则的当且仅当 

  ,m nA B A B A B∩ = Γ ∩ Γ  ( ,0) (0, ),m nB BA B∀ ∈∈ 。 

证明 必要性。 设S是一个 ),( nm 正则Γ -超半

群，则对 ( ,0) (0, ),m nB BA B∀ ∈∈ ，有 
m mA B A S AΓ ⊆ Γ ⊆ 和 n nA B S B BΓ ⊆ Γ ⊆  

故有   m nA B A B A BΓ ∩ Γ ⊆ ∩ 。 

又 S是 ),( nm 正则的且B是 (0, )n 超理想，由定

理2可知， A B∩ 也为S的 (0, )n 超理想，因此 

  ( ) ( )m n m n mA B A B S A B A S B A B∩ ⊆ ∩ Γ Γ ∩ ⊆ Γ Γ ⊆ Γ  

类似地可以得到， 

  ( ) ( )m n m n nA B A B S A B A S B A B∩ ⊂ ∩ Γ Γ ∩ ⊆ Γ Γ ⊆ Γ  

故有   ,m nA B A B A B A B∩ ⊆ Γ ∩ Γ ⊆ ∩ ( ,0) ,mA B∀ ∈  

(0, )nB B∈ 。 

即   ,m nA B A B A B∩ = Γ ∩ Γ ( ,0) (0, ),m nB BA B∀ ∈∈ 。 

充分性。 设   ,m nA B A B A B∩ = Γ ∩ Γ ( ,0) ,mA B∀ ∈  

(0, )nB B∈ 。以下分四种情况讨论： 

情况I  如果 0m n= = ， 则对于S的非空子集

任意的 A， 0 0A S A SΓ Γ = ， 因此 0 0A A S A⊆ Γ Γ ，

故 S 是 (0,0)正则的。 

 情况II  因 S为m,n幂等的，则有 

( ,0) (0, )( , )m nB B BA∈∀ ∈   A B∩ =   
m nA B A B A B A B A BΓ ∩ Γ = Γ ∩ Γ = Γ 。 
对 S的任意非空子集合 X ， 

( ,0) ( ,0)( ) m
b m mX X X S B= ∪ Γ ∈ ， 

(0, ) (0, )( ) n
b n nX X S X B= ∪ Γ ∈  

又 (0, )nS B∈ , 根据假设 
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( ,0) ( ,0)

( ,0) ( ,0)

( ) ( )

(( ) ) ( )

= ∩ =

Γ ∩ Γ
b m b m

m n
b m b m

X X S

X S X S ＝
 

( ,0) ( ,0)( ) ( )Γ ∩ Γ n
b m b mX S X S ( ,0)( )= Γ ⊆b mX S  

( ,0)(( ) ) (X X ) XΓ = ∪ Γ Γ ⊆ Γm m m m
b mX S S S S    

类似地， 由 (m,0)S B∈ 可得， 

(0, ) (0, )

(0, ) (0, )

( ) ( )

( ) ( )

= ∩ =

Γ ∩ Γ
b n b n

m n
b n b n

X X S

S X S X ＝
 

(0, ) (0, )( ) ( )Γ ∩ Γm
b n b nS X S X (0, )( )= Γ ⊆b nS X  

(0, )(( ) ) (X )Γ = Γ ∪ Γ ⊆ Γn n n n
b nS X S S X S X  

故有 

( ,0) (0, ) ( ,0) (0, )X ( ) ( ) ( ) ( )

X X

⊆ ∩ = Γ ⊆

Γ Γ Γ ⊆ Γ Γ
b m b n b m b n

m n m n

X X X X

S S X S X
 

因此，S是(m,n)正则的。 
定理11 设 S是一个m,n幂等的(m,n)正则Γ -超

半群。则如果 A是 S的一个(m,0)超理想，对任意的
S使得T A∩ ≠ ∅的非空子集T ，有T A A T∩ ⊆ Γ 。 

证明 设 A是 S的一个(m,0)双理想。因 S是一
个(m,n)正则Γ -半群，由定理2，T A∩ 也是 S的一
个(m,0)超理想。则有 

0

( ) ( )
( ) T

∩ ⊆ ∩ Γ Γ ∩ ⊆

Γ Γ = Γ Γ ⊆ Γ

m n

m n m m

T A AT A S T A
A S T A S A A

 

又 S是 ,m n幂等的，则有 T TmT A A A∩ ⊆ Γ ⊆ Γ 。 
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