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一类分数阶比率依赖型捕食系统的动力学分析 
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摘  要：讨论了一类食饵带有疾病的分数阶比率依赖型捕食系统的动力学行为。利用线性化方法定性分析了各类

平衡点的稳定性，并给出了其正平衡点局部渐近稳定的充分条件。数值模拟显示，参数和阶数对平衡点的收敛速

度及其稳定性产生很重要的影响。 
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DYNAMICS OF A RATIO-DEPENDENT PREDATOR-PREY OF 

FRACTIONAL ORDER SYSTEM 
*PU Wu-jun, DU Zheng-guang 

(Department of Mathematics, Longnan Teachers College, Longnan, Gansu 742500, China) 

Abstract: In this paper, we studied the dynamic behavior of a fractional-order ratio-dependent predator–prey 
system with disease on the prey. The stability of all kinds of equilibrium points of the system was qualitatively 
analyzed with the linearization method, the sufficient conditions for the local asymptotic stability of the positive 
equilibrium point of the system were given, and the numerical simulation showed that the parameters and order of 
the system had an important influence on the convergence rate and stability of the equilibrium point. 
Key words: fractional-order; ratio-dependent predator-prey model; local asymptotic stability; Hopf bifurcation 
 
近年来，随着计算机技术的不断发展，分数阶

计算引起了许多学者的关注，并成功应用到工程技

术领域[1-2]，特别是许多应用数学工作者[3-7]用分数

阶计算模拟现实过程。靳桢[8]研究了一类食饵带有

疾病的比率依赖型捕食系统，讨论了其平衡点的稳

定性。受此启发，本文考虑如下分数阶模型： 
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其中 (0,1]α ∈ ，D是分数阶导数，S代表易感者食

饵的种群密度，I 代表感染者种群密度，R 表示捕
食 者 种 群 密 度 ， 初 始 条 件 为 0(0) 0,S S= >  

0 0(0) 0, (0) 0I I R R= > = > 。参数 , , , , , , ,r K aβ γ µ θ δ

均为非负常数，其中 r表示食饵的增长率，K为环
境的容纳量，β代表感染力，γ为搜索率，a为半饱
和常数，μ 表示被感染食饵的总的死亡率，θ 为转
换因子，δ为捕食者总的死亡率。 

1  预备知识 

定义 1[9]设函数 :f R R+ → ，则其 Riemann- 

Liouville分数阶积分定义如下： 
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其中 Rα +∈ ， )(⋅Γ 是欧拉伽玛函数。 

定义 2[9]  对 1n n Zα +− < < ∈ ，Caputo分数阶
导数定义如下： 
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引理 1[10]  考虑如下的自治系统： 

0, (0)D x Ax x xα = =          （2） 

其中0 1, nx Rα< ≤ ∈ ，
n nA R ×∈ 。则系统（2）渐

近稳定的充要条件是矩阵 A的所有特征值满足条

件 | arg( ) |
2

απ
λ > ；进一步，系统（2）稳定的充要

条件是矩阵 A的特征值满足条件 | arg( ) |
2

απ
λ ≥ ，且

几 何 重 数 为 1 的 临 界 特 征 值 满 足 条 件

| arg( ) |
2

απ
λ = 。矩阵 A的特征值λ的几何重数是向

量空间 v的子空间的维数，满足 Av vλ= 。 
引理 2[11]  考虑如下的分数阶系统： 

0( ), (0)D x f x x xα = =       （3） 

其中0 1, nx Rα< ≤ ∈ 。若系统(3)在平衡点处的雅可

比 矩 阵
fJ
x

∂
=

∂
的 所 有 特 征 值 iλ 满 足 条 件

| arg( ) |
2i

απ
λ > ，则该平衡点局部渐近稳定。 

2  主要结果及其证明 

2.1  解的存在唯一性 

定理 1  分数阶系统（1）在 3R+ 中存在唯一非

负解，且其任意始于 Λ的解均一致有界，其中
3( , , ) : 0{ }rKS I R R S I R

η+Λ = ∈ ≤ + + ≤ 是其正不变集。 

证 明 : 首 先 证 明 系 统 （ 1 ） 有 唯 一 解
3( , , ) : max{| |,| |,| |}{ }X S I R R S I R∈ ∈ ≤ Μ 。 
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Μ + + + 。即 ( )f X 关于 X满足局

部李普希茨条件，由文献[12]的引理 5，系统（1）
有唯一解 ( )X t 。 

其次，任意始于 3R+的解，有 ( ) 0S t ≥ ，对任意

的 0t t≥ 。设存在时刻 1 0t t> 使得 

0 1 1 1( ) 0, [ , ), ( ) 0, ( ) 0S t t t t S t S t +> ∈ = <   （4） 

由（4）和（1）的第一个方程，有
11 ( ) 0( ) 0|S tD S tα

= = 。

由文献[13]的引理 9知 1( ) 0S t+ = ，这与 1( ) 0S t+ < 矛

盾 。 因 此 ， 对 0 , ( ) 0t t S t∀ ≥ ≥ 。 同 理 可 证

0( ) 0, ( ) 0,  I t R t t t≥ ≥ ∀ ≥ 。 

最后证明系统（1）始于Λ的所有解均一致有
界。 

定义函数 ( ) ( ) ( ) ( )V t S t I t R tγ
θ

= + + ，则有 
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其中 min{ , , }rη µ δ= ，于是 
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由于 ( ) 0E tα
α η− > ，因此当
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即闭集 3( , , ) : 0{ }rKS I R R S I R
η+Λ = ∈ ≤ + + ≤ 是

系统（1）的正不变集。 
2.2  平衡点的局部稳定性 
令 0,   0D S D Iα α= = 和 0D Rα = ，易得系统（1）

的四个平衡点分别为 0 =(0,0,0)E ， 1=(K,0,0)E ，
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为证明平衡点的稳定性, 先给出系统（1）在 (S,I,R)

处的雅可比矩阵： 

2

2

2 0

( , , )
( ) ( )

0
( ) ( )

rS rI rSr I S
K K

a R IJ S I R I S
a I a I
a R I

a I a I

β β

γ γ
β β µ

θ θ
δ

 +
− − − − 

 
 

= − − − + + 
 

−  + + 

 

（6） 

显然，系统（1）的平衡点 0E 和 1E 均不稳定。 

定理 2 若 ( )( ) ( )r K a r Kθ δ β µ δ β β− − > + ，

则 系 统 （ 1 ） 的 平 衡 点 2E 不 稳 定 ； 若

( )( ) ( )r K a r Kθ δ β µ δ β β− − < + ，则（1）的平衡

点 2E 局部渐近稳定。 

证明:结合（6），易得系统（1）在平衡点 2E 处
的雅可比矩阵的特征方程可表示为 
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因此， 2( )J E 的三个特征值可表示为 

2
1,2

1 4 ( )( )
2 2
r r r K
K K K
µ µ µ β µ

λ
β β β

−
= − ± − ， 

33 3Qλ = 。 

由于 1 2( ) ( ) 0λ λℜ = ℜ < ，以下分两种情况讨论： 

情形 1： 
若 1 2( ) ( ) 0λ λℜ = ℜ < ， 2 4 ( )( ) 0r r K

K K
µ µ β µ
β β

−
− ≥ ， 

则 2( )J E 的 特 征 值 1 0λ < ， 2 0λ < ， 即 有
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情形 2： 
若 1 2( ) ( ) 0λ λℜ = ℜ < ， 2 4 ( )( ) 0r r K

K K
µ µ β µ
β β

−
− < ，

则 1λ 和 12λ λ= 为 一 对 共 轭 复 根 ， 仍 然 有

1,2| arg( ) |
2
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若 ( )( ) ( )r K a r Kθ δ β µ δ β β− − > + ， 则

3arg( ) 0λ = ，注意到 1,2| arg( ) |
2

απ
λ > 。结合情形 1

和情形 2及引理 1，易知平衡点 2E 不稳定。 

若 ( )( ) ( )r K a r Kθ δ β µ δ β β− − < + ， 则

3arg( )λ π= ，故 3| arg( ) |
2

απ
λ > ，结合情形 1和情形

2及引理 2，知平衡点 2E 局部渐近稳定。 

由（6）易得系统（1）在平衡点 3E 处的雅可比
矩阵的特征方程可表示为 
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方程(8)三个特征根可表示为 
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定理 3 对系统（1），如果
2

2
1

3τ
τ τ

τ
+ < ，则以下

论断成立： 
(i) 对任意的 (0,1)α ∈ ，系统（1）的平衡点 3E

局部渐近稳定； 
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(0,1)α∀ ∈ ，系统（1）的平衡点 3E 不稳定。 
证明：结论(i)和(iii)显然成立，故只需证明结论
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3
2

2

3( )τ
φ τ

τ
= − 。除此之外，条件

*
1tan ( )

2
φ α π
ϕ
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*(0, )α α∈ 等价于 2,3| arg( ) |
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απ
λ > ，此即说明结论

(ii)成立。亦即定理 3成立。 

3  数值模拟 

取 定 参 数 2.5, 0.04, 13, 17,r Kβ γ= = = =  
1, 0.5, 17, 0.5a µ θ δ= = = = ,当 0.97α = 时，定理 3

的条件
2

2
1

3τ
τ τ

τ
+ < 成立，如图 1左图显示 S，I，R 

渐近收敛到正平衡点 * * *( , , )S I R ，系统的相图（右

图）显示正平衡点 * * *( , , )S I R 局部渐近稳定；改变

其中的参数 35, 15K γ= = ， 0.97α = 保持不变，其

它参数如上所示，条件
2

2
1

3τ
τ τ

τ
+ < 仍然成立，图 2

的意义同上；其他参数不变，取 * 0.988α α= = ，

定理 3 的条件（ii）成立，图 3 左图显示 S，I，R
出现周期性振荡，系统的相图（右图）显示正平衡

点 * * *( , , )S I R 附近出现周期性轨道；其他参数不变，

取 *0.998 0.988α α= > = ，定理 3的条件（iii）成
立，图 4左图显示 S，I，R发散，系统的相图（右
图）显示正平衡点 * * *( , , )S I R 不稳定。 

     
图 1 易感者 S，感染者 I，捕食者 R的收敛性及其相图 

Fig.1 The convergence of susceptible prey S,infected prey I, predator R and phase portrait. 

     
图 2 不同参数下易感者 S，感染者 I，捕食者 R的收敛性及其相图 

Fig.2 The convergence of susceptible prey S, infected prey I, predator R and phase portrait withdifferentialcoefficient. 

 
图 3 α=0.988时，易感者 S，感染者 I，捕食者 R的振荡及正平衡点附近的周期性闭轨 

Fig.3 Oscillatory behavior of susceptible prey S,infected prey I, predator R and the periodic orbit near of positive equilibrium, with 
α=0.988 
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图 4 α=0.988时，易感者 S，感染者 I，捕食者 R发散及正平衡点不稳定 

Fig.4 The divergenceof susceptible prey S ,infected prey I,predator R and the positive equilibriumis unstable, with α=0.988. 
 

4  讨论 

本文主要讨论了一类食饵种群带有疾病的分

数阶比率依赖型捕食系统的各类平衡点的稳定性，

结果表明，在分数阶导数意义下正平衡点的稳定性

和整数阶导数相比，除了受到相关参数的限制外，

阶数α 对正平衡点的稳定性有着至关重要的影响，

数值模拟表明，随着α 的变化，在临界值 *α 处发生

Hopf 分支现象，但当α 超过临界值 *α 时，分数阶
系统在原有的参数下会失去稳定性。这充分说明，

在分数阶导数意义下系统的平衡点的稳定性明显

要复杂于整数阶意义下，因此本文的结果是对文献

[8]中所描述系统的完善和拓展。 
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