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亚纯函数系数微分方程解的复振荡性质 
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摘  要：综合运用 Nevanlinna 值分布的理论，Wiman-Valiron 的理论及其它复分析中的常用方法研究了复域上高

阶微分方程解带有小函数时复振荡的性质，该文的结果将二阶情形推广到高阶情形。 
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THE COMPLEX OSCILLATION PROPERTIES OF THE SOLUTIONSOF 
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH MEROMORPHIC COEFFICIENT 
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Abstract: In this paper, we mainly use the Nevanlinna value distribution theory, complex oscillation properties of 
Wiman-Valiron theory and other complex analysis method to study the characteristics of higher order ordinary 
differential equation with a small function in complex domain.The results of this paper extend the second-order 
case to the higher-order case. 
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1  引言与主要结果 

1.1  Nevanlinna 值分布理论，Wiman-Valiron 的理
论简介 

Nevanlinna 的理论是研究函数的全局性质的。
所谓局部性质，就比如说 f在一点 0z 处解析，则在 0z

处可以展开成 Taylor级数。而所谓整体性质，就像
是关于整函数的 Picard定理。 

Wiman-Valiron 的理论是研究考虑整函数系数
微分方程的整函数解性质的一个十分重要的工具。 

Nevanlinna 第一基本定理（Jensen 公式的另一
种表达）：假设 f是复平面上的亚纯函数，并且 (0)f

不为0,∞，那么 1( , ) ( , ) log (0)T r f T r f
f

= + 。 

Nevanlinna第二基本定理：假设 f 是复平面上
的亚纯函数，并且 (0)f 不为0,1,∞， '(0) 0f ≠ ，那

么 

1
1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

1
T r f N r f N r N r N r S r f

f f
≤ + + − +

−

式中，
1

1( ) 2 ( , ) ( , ') ( , )
'

N r N r f N r f N r
f

= − + ， 

' ' (0)( (0) 1)( , ) ( , ) ( , ) log log 2
1 '(0)

f f f fS r f m r m r
f f f

−
= + + +

−
 

这里 1( )N r 是非负的， ( , )S r f 对某个序列

nr → ∞是 {log( ( , ))}O rT r f 。 

Picard定理：f是复平面上的解析函数，并且始
终不取值 0，1，那么 f一定是一个常数。 
1.2  亚纯函数系数微分方程解的复振荡性质领域

的研究现状 
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目前主要研究的是二阶复域微分方程，对于高

阶的情况，讨论较少。 
2006 年陈玉研究了二阶复域微分方程亚纯解

的不动点与超级，得到了如下结论： 
定理 A [1]  假设 )(zA 、 )(zB 是亚纯函数，满足

+∞<≤< )()()1(),(max{ BB
B

A σµλσ ，如果微分方

程 0)()( '" =++ fzBfzAf 的所有解 f 均为亚纯函

数，且 +∞<)1(
f

λ ，若 0)()( ≠+ zBzA ，那么至多

可能有一个例外解，其它所有解都有无穷多个不动

点，且满足： 
)()()(,)()( 22 Bffff σστστ ==+∞==  

定理 B [1] 假设 )(zA 、 )(zB 和 0≠F 是有限级

亚纯函数，满足 

+∞<≤< )()()1(),(max{ BB
B

A σµλσ ， 

且 zzBzAF )()( +≠ 。如果微分方程 ( )f A Z f′′ ′+ +  

( )B Z f F= 的所有解 f 均为亚纯函数，且

+∞<)1(
f

λ ，那么至多可能有一个例外解，其它所

有解都有无穷多个不动点，且满足： 

2

2 2 2

( ) ( ) ( ) , ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f f f f

f f f B

τ λ σ τ

λ λ σ σ

= = = +∞ =

= = =
 

定理 C [2] 假设 )(zA 、 )(zB 和 0≠F 是有限级

亚纯函数， )(zA 、 )(zB 为超越的且满 足

+∞<< )()( BA σσ 和 )(
log

),(loglim B
r

Brm
r

σ=
∞→

。如果

微分方程 FfzBfzAf =++ )()( '" 的所有解 f 均为

亚纯函数，那么至多可能有一个例外解，其它所有

解都有无穷级且满足： 

∞=== )()()( fff σλλ  

本文研究了一类高阶微分方程的亚纯解与其

小函数的关系得到了如下结论。 

定理 假设 A、B是有限级的超越亚纯函数，
满足 

+∞<=≤< σσµλσ )()(})1(),(max{ BB
B

A  

和 

)(
log

),(loglim B
r

Brm
r

σ=
∞→

 

且 0)( ')( ≠++−= ϕϕϕ BAF k （ϕ 是 f 的小函数）

是有限级亚纯函数.那么方程 

0)()( ')( =++ fzBfzAf k              (1) 

至多有一个例外解，其他所有非零解都有无穷多个

不动点，且满足 

,)()()( ∞==−=− fff σϕλϕλ  

)()()()( 222 Bfff σσϕλϕλ ==−=−  

推论  当上述定理中的 z=ϕ （即为不动点）

且满足定理中的所有条件时，定理的结论仍然成

立，即有 

2 2 2

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )

f z f z f

f z f z f B

λ λ σ

λ λ σ σ

− = − = = ∞

− = − = =
     (2) 

2  定理证明所需引理 

引理 1[3]  假设 A、B有限级的超越亚纯函数，
满足 

+∞<=< σσσ )()( BA  

和 

)(
log

),(loglim B
r

Brm
r

σ=
∞→

 

则方程(1)式的所有亚纯解 f 满足 ∞=)( fσ 。 

证明  假设 ∞<)( fσ ，由方程（1）变形可得 

f
fA

f
fB

k ')(

+=−  

则有 

2log),(),(),(),(
')(

+++≤ Arm
f
frm

f
frmBrm

k
 

(3) 
由对数导数引理和 f 为有限级得 

)(log),(),(log),(
')(

rO
f
frmrO

f
frm

k

==  

又由已知条件 )()( BA σσ < ，存在子列 }{ nr ，当

∞→n 时使得 
)},({),(),(),( BrmOBrTArTArm nnnn =<≤  

所以对固定的 nr ，存在相应的 )10( << nn θθ ，使

),(),( BrmArm nnn θ= 从而有 
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)10)((log),()1( <<=− nnn rOBrm θθ  

即 

)(log),( rOBrm n =  

这与B是超越的矛盾，所以 ∞=)( fσ 。 

引理 2[3]  假设 A、B有限级的超越亚纯函数，
0≠F 是有限级亚纯函数，满足 

+∞<=≤< σσµλσ )()(})1(),(max{ BB
B

A  

和 

)(
log

),(loglim B
r

Brm
r

σ=
∞→

 

那么方程(2)式至多有一个例外解，其他所有解 f 都

有无穷级，且满足 

∞=== )()()( fff σλλ  

引理 3[4]  设 f 为亚纯函数， 1>α 和 0>ε 为给

定的实常数，则存在集合 ),0(1 ∞⊂E 有有穷测度和

0>B 是仅依赖于 α 的常数，对所有 z 满足

1Erz ∉= 有 

)2,1(),(log),((
)(
)()(

=≤ jfrTrfrTB
zf
zf j

j

αα ε   (4) 

引理 4[5]  设 )(zw 为亚纯函数，
1( )
w

λ <  

( )wσ < +∞ ，则对任意给定的 0>ε ，存在集合

),0(1 ∞⊂H ， 11 =Hdens ，对所有 1Hrz ∉= 有

}exp{),( )( εσ −≥ wrwrM 。 

引 理 5[6]  假 设 )(zg 为 亚 纯 函 数 ，

+∞<= βσ )(B 。那么对任意给定的 0>ε ，存在一

个 线性 测度 和对 数测 度都 为有 限的 集合

),1(2 +∞⊂E ，使得当 2]1,0[ Erz ∪∉= 且 +∞→r 时

有 

}exp{)( εβ +≤ rzg  

引理 6[6]设 )(zw 为亚纯函数，
1( )
w

λ <  

1( ) ( )
2

w wµ σ σ≤ = < 。那么对任意给定的 0>ε ，

存 在 子 集 ),1(3 +∞⊂E ， 具 有 上 对 数 密 度

0log 3 >Edens ，满足 3Erz ∈= 的所有 z有 

}))1(1exp{)( εσ −+≥ rozw  

引理 7[5]  设 f 为亚纯函数， ∞=< )()1( f
f

σλ ，

则存在一个集合 ),0(2 ∞⊂H ， 12 =Hdens ，对于

2Hr ∈ 存在点 rz 满足 rzr = 和 r
zf
zf

r

r ≤
)(
)(

'
。 

引理 8[6]  假设
)(
)()(

zd
zgzf = 为亚纯函数，其中

)(),( zdzg 为整函数，满足 

,)()()()( +∞≤=≤== fgfg σσµµµ  

µβλσλ <=== )1()()(
f

dd ， 

假 设 z 为 rz = 上 的 一 点 ， 满 足

)(),,()( rvgrMzg g= 表示整函数 )(zg 的中心指标，

那么存在一个对数为有穷的集合 ),1(4 ∞⊂E ，当

4]1,0[ Erz ∪∉= 时有 

)1))(1(1()
)(

(
)(
)()(

≥++= no
z
rv

zf
zf ng

n
 

引 理 9[7]  设 )(zg 为 无穷级 整函数 且

σσ =)(2 g ，设 )(rvg 为 )(zg 的中心指标，则 

σ=
∞→ r

rvg

r log
)(lglog

lim  

引理 10[7]  设F 为有限级亚纯函数，f 为无穷

和级亚纯函数，且满足 )()1( f
f

σλ < ，对任意实数

0>α ，存在集合 ),1(5 +∞⊂E 有无穷线测度和对数

测度，当 +∞→∈= rErz ,5 时有 }exp{
)(
)( αr

zf
zF

≤ . 

3  定理的证明 

证明 )(i 假设 1f 是方程(1)式的有限级亚纯解，

若(1)式还有另一个有限级亚纯解 2f ，那么 21 ff − 也

是方程(1)式的亚纯解，且 ∞<− )( 21 ffσ 这与引理 1 

矛盾。所以方程(1)式最多出现一个有限级亚纯解

1f 。 

现在设 ( )f z 是微分方程（1）式的超越亚纯解，

令 ϕ−= fg ，则 

ϕ+= gf ， ϕ+= '' gf ， )()()( kkk gf ϕ+=   (5) 
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把(5)式代入(1)式并整理后得到 

][ ')(')( ϕϕϕ BABgAgg kk ++−=++         (6) 

又因 ][ ')( ϕϕϕ BAF k ++−= ，则有 

FBgAgg k =++ ')(                  (7) 

所以由引理 2 可得 ,)()()( ∞=== ggg σλλ 也即有

∞==−=− )()()( fff σϕλϕλ 。 

)(ii 设 yx, 是 实 数 ， 满 足 max{ ( ),Aσ  

1( )} ( )x y B
B

λ σ< < < 。由方程(7)式可得 

g
F

g
gzA

g
gzB

k

++≤
')(

)()(           (8) 

由引理 3，存在有限测度集合 ),0(1 +∞⊂H ，对所有

z满足 1Hrz ∉= 有 

)2,1()],2([ 1
)(

=≤ + jgrTr
g

g k
j

           (9) 

由引理 5，存在有限测度集合 ),1(2 +∞⊂H ，对所有

z满足 2]1,0[ Hrz ∪∉= 有 

}exp{)( xrzA ≤                 (10) 

又由引理 4 可知，存在集合 ),0(3 +∞⊂H ，

13 =Hdens ，对所有 z满足 3Hrz ∈= 有 

)exp{),( yrBrM ≥                (11) 

如果方程 (7)式的解 g0 有 (k≥1)阶极点而

A(z),B(z),F都在 g0点解析，则 gzBgzAg k )()( ')( ++

在 0g 有 2+k 阶极点，但是 F在 g0点解析，矛盾。

故 g 的极点只能在 A(z),B(z),F 的极点处。因此

+∞<)1(
g

λ ，由引理 5存在集合 ),1(4 +∞⊂H 有无

穷测度和对数测度，使得当 4Hrz ∈= 且 +∞→r 时 

}exp{ xr
g
F

≤                     (12) 

由 式 (8)-(12) 可 知 ， 当 3 4z r H H= ∈ −∪  

1 2{[0,1] }H H∪ ∪ 且 +∞→r 时 
1

1

exp{ } 3 exp{ }[ (2 , )]
exp{(1 (1)) } [ (2 , )]

y x k

y k

r r r T r g
o r T r g

+

+

≤

− ≤
      (13) 

所以由 (13)式得 yg ≥)(2σ ，又由 y 的任意性知
)()(2 Bg σσ ≥ ，同样由(13)式可得 +∞=)(gµ 。 

由 Hadamard定理将 g表示成
d
hg = ，且满足 

+∞==≤= )()()()( ghgh σσµµ  

)()()1()()( gh
g

dd µµλλσ =<==  

由引理 8，取点 z满足 rz = 及 ),()( hrMzh = ，存

在一个有穷的对数测度为集合 ),1(5 +∞⊂H ，

5]1,0[ Hrz ∪∉= 时有 

)1))(1(1())((
)(
)()(

≥+= no
z
rv

zg
zg nh

n
        (14) 

把方程(7)式改写为 

g
FB

g
Ag

g
g k

−+=−
')(

           (15) 

把(14)式代入(15)式有 

g
FBo

z
rvAo

z
rv hkh −++=+− ))1(1)()(())1(1())(( (16) 

由引理 5可知，对任意的 0>ε ，存在一个有穷的对

数测度为集合 ),1(6 +∞⊂H ， 6]1,0[ Hrz ∪∉= 时有 

}exp{)( )( εσ +≤ BrzB             (17) 

}exp{)( )(BrzA σ≤              (18) 

由引理 10 可知，存在一个有穷的对数测度为集合

),1(7 +∞⊂H ， +∞→∈= rHrz ,7 时有 

}exp{ )(Br
g
F σ≤                (19) 

由式 (16)-(19)可知，当 7 6[(0,1) ],z r H H= ∈ − ∪  

r → +∞时有 

}exp{)1(1))((3)1(1))(( )( εσ ++≤+ Bhkh ro
z
rvo

z
rv  (20) 

由(20)式得 εσ +≤
∞→

)(
log

)(logloglim B
r

rvh
r

，再由ε 的任

意性及引理 8得 
)()()(),()( 222 BhgBh σσσσσ ≤=≤  

所以 )()(2 Bg σσ = ，即 )()(2 Bf σσ = 。 

又因为已知条件 0≠F ，则方程(7)式又可变形
为 

)(11 ')(

B
g
gA

g
g

Fg

k

++=              (21) 

如果 g 在 *z 有 )( kll > 阶零点，而 BA, 在
*z 点解
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析，那么F 在 *z 点有 )( kl − 阶零点，所以 

),(),()1,()1,(),( BrnArn
F

rn
g

rnkgrn +++≤  

),(),()1,()1,()1,( BrNArN
F

rN
g

rNk
g

rN +++≤   

                 (22) 
由(22)式及对数导数引理知，最多除去一个线测度

为有穷的子集 r值集E外有 

( ) '

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )

    ( , ) ( , ) log3

1( , ) ( , ) ( , ) (log( ( , )))( )

k

m r m r m r A m r B
g F

g gm r m r
g g

m r m r A m r B O rT r g r E
F

≤ + + +

+ + =

+ + + ∉  

        (23) 
由式(22)及(23)可知 

1( , ) ( , ) (1)

1 1( , ) ( , ) (1)

1 1( , ) ( , ) ( , )

    ( , ) (log( ( , )))( )

T r g T r o
g

m r N r o
g g

k N r T r T r A
g F

T r B O rT r g r E

= + =

+ + ≤

+ + +

+ ∉

        (24) 

由于 ),,(
2
1),(log grTgrT ≤ FzBzA ),(),( 为有限级

函 数 ， 由 (24) 式 得 )()( 22 gg σλ ≥ 。 所 以

)()()( 222 ggg σλλ == ，也即有 

)()()()( 222 Bfff σσϕλϕλ ==−=−  

综上所述 

,)()()( ∞==−=− fff σϕλϕλ  

)()()()( 222 Bfff σσϕλϕλ ==−=−  

4  总结 

本文主要综合地运用了Nevanlinna值分布的理
论，Wiman-Valiron的理论和其它复分析方法研究复
数域高阶微分方程的解带有小函数时复振荡的性

质，将二阶的情形推广到高阶情形中一种特殊情

况，带有小函数应用的情况，得出了高阶情形下定

理，并证明结论也成立。 
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