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梯形区域极点配置静态输出反馈可靠控制 
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摘  要：针对线性系统，考虑连续增益故障模型，研究了具有执行器故障的梯形区域极点配置的静态输出反馈可

靠控制问题。首先，在执行器无故障的前提下，给出使极点能够配置在梯形区域内的充分条件，进而得出系统的

静态输出反馈可靠控制率。然后，基于执行器故障，重新设计静态输出反馈可靠控制器，利用求解线性矩阵不等

式的方法，完成静态输出反馈可靠控制器的设计。由此可靠控制器构成的闭环系统，使得当执行器发生故障时，

也可使闭环系统的所有极点保持在梯形区域内。最后的数值仿真验证了结果的有效性和可行性。 
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STATIC OUTPUT FEEDBACK RELIABLE CONTROL OF POLE 
PLACEMENT IN TRAPEZOIDAL AREA 

* XU Yi-chao1, YAO Bo1, WANG Fu-zhong2 
(1.College of Mathematics and System Science，Shenyang Normal University，Shenyang, Liaoning 110034, China; 

2. Shenyang Institute of Engineering, Shenyang,Liaoning 110136, China) 

Abstract: Taking a linear system and consider the continuous fault model, we proposed problem of a static output 
feedback reliable control of pole placement with actor faults in trapezoidal area. Firstly, we study the system 
without any faults .We can get a feedback reliable controller. The poles will in the trapezoidal area and the 
controller will lose efficacy when the system with actor faults. Furthermore, we use the theory of Lyapunoy to 
deduce the sufficient condition under the actor faults, which make all the poles still in the same trapezoidal area. A 
static output feedback reliable controller can be obtained by using linear matrix inequality. A simulation example 
is given illustrate the feasibility and effectiveness of the results. 
Key words: pole placement; actor faults; static output feedback; linear system; reliable control; linear matrix 
inequality (LMI) 
 

0 引  言 

反馈控制是指在控制系统中，将系统的实际输

出和期望输出进行比较，形成误差，从而为确定下

一步的控制行为提供依据，实现对被控对象进行控

制的任务，这就是反馈控制原理。文献[1]提出了不
确定时滞系统的反馈控制问题，并且给出了当执行

器发生故障时，系统鲁棒镇定的条件。文献[2]基于
线性矩阵不等式给出了保成本可靠控制器的参数

化表示。文献[3]利用凸组合方法，得出当执行器发
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生故障时，系统渐近稳定的条件。目前反馈控制中

主要是动态输出反馈和状态输出反馈，动态输出反

馈结构复杂消耗能量，状态输出反馈需要系统对状

态进行采集，但一般很难做到。静态输出反馈相对

于动态输出反馈和状态输出反馈研究的学者较少。

文献[4]给出了线性系统静态输出反馈镇定的 LMI
方法。文献[5]利用线性矩阵不等式方法设计了随机
混合系统的无脉冲以及随机稳定的静态输出反馈

控制器。文献[6]通过构造一个二次 Lyapunov函数，
结合线性矩阵不等式的约束条件，给出了控制器存

在的充分条件。以上文献涉及到的静态输出控制都

不是可靠的，一旦系统的传感器或者执行器发生故

障，系统将不再稳定，所以设计一个静态输出可靠

控制器是必要的。可靠控制是将系统可能发生的故

障考虑在系统控制器的设计过程中，其设计主要考

虑系统的是执行器和传感器故障，故障类型分为

“中断”故障和增益故障，“中断”故障也称为离

散故障，增益故障也称为连续故障，本文主要研究

连续故障。自 1980年 Siljak发表关于可靠镇定的文
章以后，许多学者对其进行了深入研究[7-9]。文献[10]
给出了在连续故障的前提下，基于 LMI方法给出了
反馈控制器存在的充分条件，并且提出了考虑执行

器和传感器双故障的系统的完整性设计方法。文献

[11]以执行器故障诊断为前提，解决了连续时间系
统的可靠时滞控制问题。区域极点配置是指把闭环

系统的极点全部配置在左复平面中给出的指定区

域内，那么系统将会具有我们需要的稳态特性和动

态特性。文献[12]在考虑执行器故障的前提下，给
出了扇形区域极点配置的可靠控制率。文献[13]针
对不确定系统，研究了在混合故障的前提下使极点

配置在圆盘区域的可靠控制问题。 
本文主要研究了在梯形区域下，极点配置的静

态输出反馈可靠控制的一些问题，不仅给出了求静

态输出反馈可靠控制的控制率的方法，而且还论证

了当执行器发生故障时，使原系统极点仍旧可以配

置在所确定的梯形区域下的充分条件，并且给出了

利用 LMI 在梯形区域下求带有执行器故障的静态
输出反馈可靠控制器的设计方法。所设计出的控制

器保证了无论是在无故障，还是发生执行器故障时

闭环系统的极点均能配置在所确定的梯形区域。数

值仿真验证了本文结果的有效性和可行性。 

1  问题描述 

考虑线性定常系统： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t

= +
 =

&
                 (1) 

其中， nRtx ∈)( 为系统的状态变量， pRtu ∈)( 为系

统的控制输入变量， mRty ∈)( 是系统的输出变量，

nnRA ×∈ 和 pnRB ×∈ 是不依赖系统的常规矩阵，

nmRC ×∈ 是系统的测量行满秩矩阵。 
执行器连续增益故障矩阵模型为： 

)()( tuFtu a
f =  

其中
pRtu ∈)( 为执行器正常信号向量， pf Rtu ∈)(

为考虑执行器故障的信号向量。 aF 为执行器故障矩

阵，其形式为 ),,,( 21 apaaa fffdiagF L= ， 

其中 ),,2,1(,1,10, pifffff aiaiaiaiai L=≥≤≤≤≤
。 

故障处理(凸组合法)： 

设集合 { 1 2| ( , , , ),a ai ai ai ai aipdiagδ φ φ φ φ φ= = L ，
 

}, 1, 2, ,aij aiai
f or f j pφ = = L  

显然，集合 aδ 有 p2 个元素。由集合 aδ 的元素

为顶点构成的超多面体及内部表述的集合是凸的，

记为： { 1 2| ( , , , )a a a a a apF F diag f f f∆ = = L ，
 

}, 1,2, ,ai aiai
f f f i p≤ ≤ = L  

这样由上述两个集合描述的任意故障矩阵

aaF ∆∈ 。对于任意 aaF ∆∈ ，使得 a aiF F= 。总可以

找到 p
ij i 2,,2,1,0 L=≥α 满足∑

=

=
p

i
ai

2

1
1α 使得 

∑
=

=
p

i
aiaiaF

2

1

ϕα  

引理  1[14]  已知 S 是 n×n 正定对称矩阵
( )m n≤ ，G是适维行满秩矩阵，则矩阵 'GSG 可逆。 

分析：证明 'GSG 可逆 ,等价于证明方程
0' =XGSG 只有零解。 

证明：设 0' =XGSG ，所以 0' =XXGSG  
整理得 

0)'()''( =XGSXG  

因为 S是 n×n正定对称矩阵，所以 ' 0G X = 。 
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故有 ' 0GG X = 。 
又因为 'GG 可逆，则只有零解 0=X 。 

综上可得，方程只有零解，即 'GSG 可逆，引
理得证。 

引理 2  如果 nm
mRQPQMP ×∈= ,, ，则M可逆。 

引理 3  给定的 LMI区域 

{ }0: <++∈= MssMLCsD ， 

则对称矩阵 nnRA ×∈ 是D稳定的充分必要条件是存
在一个对称正定矩阵 nnRX ×∈ 使得： 0),( <XAM D  

其中： ( , ) ( ) ( )T T
DM A X L X M AX M AX= ⊗ + ⊗ + ⊗ 。 

引理 4  给定两个 LMI区域 1D 和 2D ,矩阵 A

同时是 −1D 稳定和 −2D 稳定的充分必要条件是存

在一个对称正定矩阵 X，使得 

0),(,0),(
21

<< XAMXAM DD 。 

引理 5  根据引理3矩阵 A的所有特征值均在

21,hh 的条形区域内的充分必要条件是存在对称正

定矩阵 X ，使得 

0
2)(0

0)(2

2

1 <








−+
+−

XhXAAX
XAAXXh

T

T

 
引理 6  根据引理 3矩阵 A的所有特征值均在

夹角为 2θ的扇形区域内的充分必要条件是存在对
称正定矩阵 X ，使得 

0
)(sin)(cos
)(cos)(sin

<








+−
−+

TT

TT

XAAXAXXA
XAAXXAAX

θθ
θθ

 
引理 7  对于矩阵 A的所有特征值均配置在

),( 21 hhD , θ2D 共同构成的梯形区域内的充分必要条

件是存在对称正定矩阵 X ,使得: 

1

2

2 ( ) 0
0

0 ( ) 2

T

T

h X AX XA
AX XA h X

 − +
< + − 
，

 
sin ( ) cos ( )

0
cos ( ) sin ( )

T T

T T

AX XA AX XA
XA AX AX XA

θ θ
θ θ

 + −
< − + 
。

 

2  主要结论 

首先给出了正常线性系统静态输出反馈可靠

控制器设计： 
对线性系统(1)引入静态输出反馈控制器： 

)()( tKytu =                     (2) 
由此得到闭环系统： 

( ) ( ) ( )x t A BKC x t= +&           (3) 

定理 1  对于闭环系统系统（3），存在静态输
出反馈控制器（2）使其满足引理 7 的充分条件为

对于正定对称矩阵 X 和矩阵U 使得下列线性矩阵
不等式（LMI）： 

0
2)(0

0)(2

2

1 <








−Π+Π
Π+Π−

Xh
Xh

T

T

 

0
)(sin)(cos
)(cos)(sin

<








Π+ΠΠ−Π
Π−ΠΠ+Π

TT

TT

θθ
θθ

   

 (4) 
存在可行解。 如果可行解为 ),( US ,则相应的静态

输出反馈控制器为 1−= UWK 。                                          
其中: BUCAX +=Π , W可以通过 CXWC =

求得。 
证明：由引理 7 可知把闭环系统（3）的极点

配置在规定的梯形区域内必须满足 

1

2

02 ( ) ( )
0

 ( ) ( ) 20

T

T

h X A BKC X X A BKC
A BKC X X A BKC h X

  − + + +  <  + + + −     

sin ( ) ( ) cos ( ) ( )
 0

cos ( ) ( ) sin ( ) ( )

T T

T T

A BKC X X A BKC A BKC X X A BKC

X A BKC A BKC X A BKC X X A BKC

θ θ

θ θ

    + + + + − +     <
    + − + + + +      

整理可得 

1

2

02 ( )
  0

( ) 20

T T

T T

h X AX BKWC XA BKWC
AX BKWC XA BKWC h X

  − + + +  < 
 + + + −     
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sin ( ) ( ) cos ( ) ( )
 0

cos ( ) ( ) sin ( ) ( )

T T

T T

A BKC X X A BKC A BKC X X A BKC

X A BKC A BKC X A BKC X X A BKC

θ θ

θ θ

    + + + + − +     <
    + − + + + +      

故有 

1

2

02 ( )
 0

( ) 20

T T

T T

h X AX BUC XA BUC
AX BUC XA BUC h X

  − + + +  < 
 + + + −     

sin ( ( ) cos ( ( )
 0

cos ( ) ( ) sin ( ( )

T T T T

T T T T

AX BUC XA BUC AX BUC XA BUC

XA BUC AX BUC AX BUC XA BUC

θ θ

θ θ

    + + + + − −     <
    + − + + + +    

 

即 

0
2)(0

0)(2

2

1 <








−Π+Π
Π+Π−

Xh
Xh

T

T

 

0
)(sin)(cos
)(cos)(sin

<








Π+ΠΠ−Π
Π−ΠΠ+Π

TT

TT

θθ
θθ  

也就是不等式组（4）。 
其中 KWU = ， BUCAX +=Π ， CXWC = 。 

下面证明W可逆： 
对等式 CXWC = 两边乘以 'C得： '' CXCWCC =  

则 1)'(' −= CCCXCW ，即证 'CXC 可逆。 

由引理 1 可知 'CXC 可逆，故W可逆。定理得
证。 
然后讨论系统发生执行器故障时，线性系统静

态输出反馈可靠控制器的设计方法。 
当线性系统发生执行器故障，系统可以描述

为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

ax t Ax t BF u t
y t Cx t

= +
 =

&

             
(5)

 
对系统(5)引入静态输出反馈控制器：  

)()( tKytu =                  (6) 

由此得到闭环系统： 

 )()()( txKCBFAtx a+=&         (7) 
定理 2：对于闭环系统(7)，如果存在静态输出

反馈控制器（6）使其满足引理 7 的充分条件为对

于正定对称矩阵 X 和矩阵U ,下列线性矩阵不等式

（LMI）： 

0
2)(0

0)(2

2

1 <








−Ω+Ω
Ω+Ω−

Xh
Xh

T

T

， 

0
)(sin)(cos
)(cos)(sin

<








Ω+ΩΩ−Ω
Ω−ΩΩ+Ω

TT

TT

θθ
θθ

     

(8) 
均存在可行解。如果可行解为 ),( UX ，则相应的静

态输出反馈控制器矩阵增益为 1−= UWK
。

 

其中： UCBAX aiϕ+=Ω
，

W可以由 CXWC =

求得。 
证明：由引理 7 可知把闭环系统（7）的极点

配置在规定的梯形区域内必须满足

 
1

2

02 ( ) ( )
0

 ( ) ( ) 20

T
a a

T
a a

h X A BF KC X X A BF KC
A BF KC X X A BF KC h X

  − + + +  < 
 + + + −   

， 

sin ( ) ( )  cos ( ) ( )
0

cos ( ) ( ) sin ( ) ( )

T T
a a a a

T T
a a a a

A BF KC X X A BF KC A BF KC X X A BF KC

X A BF KC A BF KC X A BF KC X X A BF KC

θ θ

θ θ

    + + + + − +     <
    + − + + + +    

 

整理得 

1

2

02 ( )
 0

( ) 20

T T
a a

T T
a a

h X AX BF KWC XA BF KWC
AX BF KWC XA BF KWC h X

  − + + +  <  + + + −   
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sin ( ( ) cos ( ( )
 0

cos ( ) ( ) sin ( ( )

T T T T
a a a a

T T T T
a a a a

AX BF KWC XA BF KWC AX BF KWC XA BF KWC

XA BF KWC AX BF KWC AX BF KWC XA BF KWC

θ θ

θ θ

    + + + + − −     <
    + − + + + +    

 

故有 

1

2

02 ( )
 0

( ) 20

T T
a a

T T
a a

h X AX BF UC XA BF UC
AX BF UC XA BF UC h X

  − + + +  <  + + + −   
 

sin ( ( ) cos ( ( )
 0

cos ( ) ( ) sin ( ( )

T T T T
a a a a

T T T T
a a a a

AX BF UC XA BF UC AX BF UC XA BF UC

XA BF UC AX BF UC AX BF UC XA BF UC

θ θ

θ θ

    + + + + − −     <
    + − + + + +    

 

由于
2

1

p

a ai ai
i

F α φ
=

= ∑ 所以有 

2 2

1 2 2
1 1

2
1 1

0
2 ( )

0
 ( ) 2

0

p p

p p
T T

ai ai ai ai
i i T T

ai ai ai ai
i i

h X AX B UC XA B UC
AX B UC XA B UC h X

α φ α φ
α φ α φ= =

= =

  
− + + +     <   + + + −    

∑ ∑
∑ ∑

 

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

sin ( ) cos ( )

 

cos ( ) sin (

p p p p

p p p

T T T T
ai ai ai ai ai ai ai ai
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即不等式组（8）。 

其中，U KW= ， aiAX B UCφΩ = + ，

WC CX= 。 

3  数值仿真 

本文研究的是，首先考虑正常的线性系统在

无故障的情况下，通过设计静态输出反馈控制器

使闭环系统的极点在梯形区域内；再考虑正常的

线性系统发生执行器故障，闭环系统的部分极点

无法配置在梯形区域，通过重新设计控制器，使

系统达到稳定。 
对于相同系统考虑同一故障给出扇形区域极

点配置图像。 
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考虑如下系统： 

1 1

2 2

3 3
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x x
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设计静态输出反馈控制器为 

1 1

2 2

3 3

1.1203 3.1399 10.7834
3.4371 7.1674 5.7189
4.1885 0.3218 8.5334

x x
x x
x x
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&
&
&  
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2 2
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2.3721 4.8378

u y
u y

−    
=    − −    

 

使闭环系统(3)的极点在梯形区域内，如图 1。

图 1表示的是正常的线性系统在无故障的情况下，

通过设计一个静态输出反馈控制器使闭环极点配

置在梯形区域内。 
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  图 1正常系统极点配置在梯形区域内 

Fig.1 Normal system poles arranged in a trapezoidal area 

考虑发生执行器故障 ),( 21 ffdiagF = ，其中

2.15.0,10 21 ≤≤≤≤ ff ，原控制器无法使所有极点

均配置在梯形区域，如图 2。图 2描述的是考虑系

统在故障 2.15.0,10 21 ≤≤≤≤ ff 情况下，在原控制

器的作用下，部分极点无法配置在梯形区域。 
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   图 2部分极点不在梯形区域内 

Fig.2 Part of the poles are not in trapezoid area 

针对同一故障，设计新的静态输出反馈控制器

为： 
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使闭环系统极点全部配置在扇形区域内，如图

3。图 3 描述的是对 ),( 21 ffdiagF = ， 10 1,f≤ ≤  

20.5 1.2f≤ ≤ 的故障的前提下，重新设计静态输出

反馈控制器，使所有极点均配置在扇形区域内。 
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图 3所有极点均在梯形区域内 

Fig.3 All poles are in the trapezoid area 

4  结论 

考虑线性系统，本文研究了梯形区域下具有执

行器故障的区域极点配置的静态输出反馈可靠控

制问题。首先讨论了在不考虑故障的情况下，通过
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设计控制器使所有极点可以配置在梯形区域下；然

后系统发生故障，在原控制器的作用下，部分极点

无法配置在梯形区域下；最后针对同一系统同一故

障，通过设计可靠控制器，使系统的所有极点可以

配置在同一梯形区域下。数值仿真以及系统极点配

置图像均证明了可靠控制器的有效性。 
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