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一类基于第三十八家族群的扩张 
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摘  要：对 p6阶第三十八家族群中定义的关系进行扩张，得到一类新的非交换 p-群。利用群的扩张理论和Van Dyek

自由群理论证明该群的存在性，最后通过性质验证它们都是 LA-群。 
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EXTENSION THE ORDER OF P6-GROUP OF THIRTY-EIGHT FAMILY 
GROUP 

* NIE Ting-ting, BAN Gui-ning, CHEN Ke-cheng 
(School of Mathematics and Information Sciences, Guangxi University, Nanning, Guangxi 530004, China) 

Abstract: We generalized the defining relations of the group of thirty-eight family of order- p6, in order to obtain 
a new series of p -groups. Furthermore, we proved the existence of extended group by using the extension theory 
of group and the accuracy of free group theory. Eventually we proved that the groups are new LA-groups by some 
properties. 
Key words: finite p -group; extension theory of group; LA-group; free group 
 
群论在代数学中早已发展成为一个重要的分

支，并且在其他领域（如密码学）都有广泛的应用。

在群论的众多分支中，有限 p-群与群的自同构是群
论的热点研究问题，自同构群的最佳下界一直受群

论学者的广泛关注，LA-猜想便是对最佳下界的最
佳回答。即阶大于 p2的有限非循环 P-群的阶是其
自同构群的阶的因子。班桂宁、俞曙霞与王勇等教

授则先后确定了阶小于 p6的全部 p-群的自同构群，
从而证明阶小于 p6的全部 p-群都是 LA-群[1-5]。本

文在俞曙霞与班桂宁教授研究成果的基础上，结合

Rodney James关于 p2-p6阶的分类[6]针对 p6阶群的

38Φ 家族进行群的有效扩张，基于所得的扩张形式，

运用 Van Dyek自由群理论证明扩张形式构成群。对
新扩张的 p-群进行研究，得到新群的一些基本性质，

最后利用中心内自同构的方法证明新群是 LA-群。 

1  基本引论 

引理 1.1[7]   (Van Dyek) 设 G 是由生成元

1 2, , , rx x xL 和关系 1 2( , , , ) 1i rf x x x =L ， i I∈ 所定义

的群， 1 2( , , , )rH a a a⋅⋅ ⋅= (这些 ia 可能相同)， i I∀ ∈ ，

1 2( , , , ) 1i rf a a a⋅ ⋅⋅ == ， 则 存 在 唯 一 的 满 同 态

: /rG F N Hσ = → 使 得 i ix N a→ ， 其 中

1 2, , ,r rF x x x〈 〉L 为 自 由 群 ， Y =  

1 2{ ( , , , ) | }i rf x x x i I〈 ∈ 〉L ， rFN Y= (Y在 Fr中的正规

闭包)， NFG r /= 。如果| | | |G H≤ <+∞，则上述的σ

为群同构(即H是由生成元 1 2( , , , )ra a a⋅ ⋅ ⋅ 与定义关系
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1 2( , , , ) 1i rf a a a⋅ ⋅⋅ == ， i I∀ ∈ 所定义的群)。 

引理 1.2[8]  设 G是群， , ,a b c G∈ ， 则 

(1) 1[ , ] [ , ]a b b a− = ； (2) [ , ] [ , ] [ , ]bab c a c b c= ；

(3)[ , ] [ , ][ , ]ca bc a c a b= 。 

引理 1.3[8]  设 G 是群，Z(G)是群的中心，

,a b G∈ 且 [ , ] ( )a b Z G∈ ，又设 n 是正整数，则

[ , ] [ , ]n na b a b= ；[ , ] [ , ]n na b a b= ； 2( ) [ , ]
n

n n nab a b b a
 
 
 = 。 

引理 1.4[8]  设 G 是有限 p-群，规定

( ) { | }pP G g g G= ∈ ，则 p -群的 Frattini 子群

( ) ' ( )G G P GΦ = 且 / ( )G GΦ 是初等交换 p -群。 

引理 1.5[8]  设 G是有限 p-群， ( )c G 是 G的幂

零类，若 pGc <)( ，则 G正则。 

引理 1.6[8] 设 G是有限群，则 G的全体中心内
自同构组成Aut( )G 的子群，并且它和 ( ( ))Z G Z G 是

同构的。 
引理 1.7[9] 如果 )()( GGZ Φ≤ ，那么 G为 PN-

群。 
证明：用反证法。假设群 〉〈×= hHG ，那么

*
1 2/ ( ) n pH H z z z ZΦ = 〈 〉 ×〈 〉 × ×〈 〉 ≅L ， , 1h pα α= ≥ 。

从而 

〉〈=〉〈Φ phh )( ， 

1/ ( )
( ) ( ) n

GG G z z h
H h

Φ = = 〈 〉× ×〈 〉×〈 〉
Φ ×Φ 〈 〉

L ， 

则 )(Gh Φ∉ ，矛盾。故假设不成立，即G为 PN-群。 

引理 1.8[9] 设G是 PN-群， [ ], ,G a b a b G′ = ∈ ，

G G′和 Z(G)的不变型分别为 1 2 1tm m m≥ ≥ ≥ ≥L

和 1 2 1sk k k≥ ≥ ≥ ≥L ， 则 | ( ) | a
cA G p= ， 其 中

min{ , }j ia m k= ∑ 。 

2  所得结果 

定理 1   设 1 2 3 4 5, , , , , | [ , ]iG α α α α α α α α= 〈 =  
1

1 1 2 4 5 1 3 5,[ , ] ,[ , ]iα α α α α α α α−
+ = = ，

tt ip p
iα α= =  

5

5 =1, ( 1, 2,3, 4)
tp iα = 〉，根据扩张可得 G构成群的

充要条件是: 5 4 3 2t t t t≤ ≤ ≤ 1min{ , }t t≤ ， 
1

1 2 3 4 5 1 1 2 4 5, , , , , | [ , ] ,[ , ] ,i iG α α α α α α α α α α α α α −
+= 〈 = =

5

1 3 5 5 5 4 3 2[ , ] , 1,
t tt ip p p

i t t t tα α α α α α= = = = ≤ ≤ ≤ ≤ , 

1min{ , }, ( 1, 2,3, 4)t t i = 〉且 1 2 3 4 5t t t t t t|G | p + + + + += 。 

证明：(I) 求 G成为群的条件，首先假设定理
中所给的 G是一个群。 
通过 1[ , ]i iα α α += ， 1

1 2 4 5 1 3 5[ , ] ,[ , ]α α α α α α α−= = ，

有 

1i i i
αα α α += ， 1

1
i

i
αα αα −

+= ， 2 1
1 1 4 5
αα α α α −= ， 

1 1
2 2 5 4
αα α α α −= ， 3

1 1 5
αα α α= ， 1 1

3 3 5
αα α α −= ， 

( 1, 2,3, 4)i =  

所以
1 1 11 2

1 1 11 2 1
2 2 4 5( ) ( )

tt tp p pα α αα α αα αα α α
− −− − −= = = =  

1 13 4
1 13 3 3 4 6 6

2 4 5 2 4 5( ) ( )
ttp pα ααα α α αα α α

− −− − − −= = ⋅⋅⋅ =  
1 1

1 2 3
2 4 5

t t

t
p p

pαα α α
   

−      −    
。 

同理 ( ) ( )
2 2-1 -22 2 22 1 2

3 3=
t tp ptp α ααα α αα αα− −= = =  

2-
3

tpαα=L  
1 23 3 31 2

4 4( ) ( )
t t t

p pα α αα α αα αα
− −

− −= = = =  
3

4

tpαα −=L  

( )
4 -14 44 1

5 =
tptp ααα α αα −= =  

( )
4 -2

442 -
5 5

tp tpα
αα αα− = =L  

1 22
1 1 1 2 1 2 3( ) ( )

t t tp p pα α αα α α α α α α
− −

= = = =  
3 43 3 4 6 4

1 2 3 4 1 2 3 4 5( ) ( )
t tp pα αα α α α α α α α α
− −

= = =L  

2 3 4
1 2 3 4 5

t t t

t
p p p

pα α α α α
     
          
       

1 2

3 4

2
2 2 2 3 2 3 4

3 3 4 6 4
2 3 4 5 2 3 4 5

2 3
2 3 4 5

( ) ( )

        ( ) ( )

        

t t tp p p

t tp p

t t

t
p p

p

α α α

α α

α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α

− −

− −

   
      
   

= = = =

= = =L  

1 22
3 3 3 4 3 4 5( ) ( )

t t tp p pα α αα α α α α α α
− −

= = = =  

3 23 3
3 4 5 3 4 5( )

t

tp t
p

pαα α α α α α
−

 
  
 = =L  

1 2

3

2
4 4 4 5 4 5

3
4 5 4 5

( ) ( )

   ( )

t t tp p p

tp tp

α α α

α

α α α α α α

α α α α

− −

−

= = = =

= =L
 

2 2 21 2
2 2 21 2 2

1 1 1 4 5 1 4 5( ) ( )
t t tp p pα α αα α α α α α α α

− −− −= = = =  
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2 3 2 2
23 3

1 4 5 1 4 5( )
tp t tp pαα α α α α α

−− −= =L  
3 3 31 2 3

3 3 32
1 1 1 5 1 5 1 5( ) ( )

t t tp p p tpα α αα α α α α α α α
− −

= = = = =L  
1 1 1

1 1

1 2 1 1
1

1
2 2 2 5 4

2 2
2 5 4 2 5 4

( )

   ( )

t tp p

tp t tp p

α α

α

α α α α α

α α α α α α

−

−

−

− −

= = =

= =L
 

1 1 11 2 1
1 1 11 2

3 3 3 5 3 5 3 5( ) ( )
t t tp p p tpα α αα α α α α α α α

− −− − −= = = = =L 。 

综合上面各个式子的关系显然有： 

5 1
tpα = ，

1

5 1
tpα = ，

2

5 1
tpα = ，

3

5 1
tpα = ，

4

5 1
tpα = ， 4 1

tpα = ，
1

4 1
tpα = ， 2

4 1
tpα = ， 3

4 1
tpα = ，

3 1
tpα = ，

2

3 1
tpα = ， 2 1

tpα = ，
1

2 1
tpα = 。 

因为 ( ) to pα = ， 1
1( ) to pα = ， 2

2( ) to pα = ，

3
3( ) to pα = ， 4

4( ) to pα = ， 5
5( ) to pα = ，  

所以 5 1 2 3 4min{ , , , , }t t t t t t≤ ， 4 1 2 3min{ , , , }t t t t t≤ ，

3 2min{ , }t t t≤ ， 2 1min{ , }t t t≤ 。 

综合上述条件有： 

5 4 3 2 1min{ , }t t t t t t≤ ≤ ≤ ≤ 。 

(II) G的存在性的证明，分以下两步完成： 

(1) 先 证 明 1 5 1, , | [ , ] ,
tp

i i iG α α α α α α α+= 〈 = =  
5

5 5 4 3 21, ,
t tip p

i t t t t tα α= = ≤ ≤ ≤ ≤ ( 2,3, 4)i = 〉 的 存

在性，且 1G 中所给的关系即为群 1G 的定义关系。 

令交换群
32

2 3 4 5 2 3, , , |
ttp pN α α α α α α= 〈 = =  

54

4 5 5 4 3 21,
ttp p t t t tα α= = ≤ ≤ ≤ 〉， 

型 不 变 量 为 3 52 4( , , , )t tt tp p p p ， 其 中

2 3 4 5t t t tp pp p
N Z Z Z Z≅ × × × ，设F α=< >为 tp 阶循环

群。 

作映射 : ' ,g g g g Nατ = ∈a ，则 

2 2 2 2 3
τ αα α α α α′ = = = ， 3 3 3 3 4

τ αα α α α α′ = = = ，

4 4 4 4 5 ,τ αα α α α α′ = = = 5 5 5 5
τ αα α α α′ = = = 。 

由条件 5 4 3 2t t t t≤ ≤ ≤ ，有 
2 2 2 2

2 2 3 2 3( ) ( ) 1
t t t tp p p pα α α α α′ = = = ， 

3 3

3 3 4( ) ( ) 1
t tp pα α α′ = = ， 4

4( )
tpα ′ = 4 4

4 5 1
t tp pα α = ， 

5 5

5 5( ) 1
t tp pα α′ = = 。 

此时可得 2 3 4 5, , ,N α α α α′ ′ ′ ′=< >，故 )(NAut∈τ ，

显然 11 =τ ，下证 1
tpτ = 。 

根据条件 5 4 3 2t t t t t≤ ≤ ≤ ≤ ，有 
1 1

2 2 2 3( ) ( )
t t tp p pτ α τ τα α α α

− −

= = = =L  

2 3
2 3 4 5 2

t t

t
p p

pα α α α α
   
      
    = ， 

2
3 3 3 4 5 3

t

t t tp p p
p

τ αα α α α α α
 
  
 = = = =L ， 

4 4 5 4

tp tpτα α α α= = ， 5 5

tpτα α= ， 

从而 1
tpτ = 。若此时记扩张函数 NFFf →×: 和

:α Aut( )F N→ 有如下形状： 

( ) ( )1 t
i j i i

t

,i j p
f a ,a a ,

,i j p
α τ

α

 + <= =
+ ≥

, 0,1, , 1ti p= −L ， 

设在同构 1: /F G Nσ → 之下a的像为aN ，其中 a

为陪集 aN 中选定的代表元，令 a α= ，则满足

2 2 3 3 3 4 4 4 5
a a aN , N , Nα α α α α α α α α= ∈ = ∈ = ∈ ，

于是由 Schreier 扩张理论得到 N 被 F 的一个扩张

1 ( , ;1, )tG Ext N p τ= 且 1 /F G N≅ 。 

从而有 1 2 3 4 5G , , , ,α α α α α= 〈 〉，且 1
t tp paα = = ，

2 2 3 3 3 4 4 4 5, ,α α αα α α α α α α α α= = = ，即 2 3[ , ] ,α α α=  

3 4 4 5[ , ] ,[ , ]α α α α α α= = 。因此 1G 是存在的，且
2 3 4 5t t t t t|G | p + + + += 。 

下面利用自由群理论证明 1G 中所给的关系即

为群 1G 的定义关系。 

设 2 3 4 5, , , ,F x x x x x=< > 是 一 个 自 由 群 ，

3 2 4 3 5 4 5 2 3{ [ , ], [ , ], [ , ],[ , ],[ , ],Y x x x x x x x x x x x x x=  
2

2 4 2 5 3 4 3 5 4 5 2[ , ],[ , ],[ , ],[ , ],[ , ], , ,
ttp px x x x x x x x x x x x  

3 54

3 4 5, , }
t ttp p px x x ， 

则 2 3 4 5/ , , , ,FF F Y x x x x x= =< >。 

因此
3 52 4

2 3 4 5 1
t tt ttp p p p p

x x x x x= = = = = ， 2 3[ , ]x x x= ，

3 4[ , ]x x x= ， 4 5[ , ]x x x= ， 5 2 3[ , ] [ , ]x x x x= = 2 4[ , ]x x =   

2 5 3 4 3 5 4 5[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 1x x x x x x x x= = = = ，且F 的子集

2 3 4 5, , ,H x x x x F= 〈 〉< ， 于 是 /F H xH= 〈 〉 ，

1| / | | | tF H x H p= 〈 〉 ≤ ，故 2 3 4 5
1| | | G |t t t t tF p + + + +≤ = ，由

引理 1.1 知 1G F≅ ，所以 1 2 3 4 5, , , ,G α α α α α= 〈  
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1| [ , ] ,
tp

i iα α α α+= =
5

5 5 4 3 21, ,
t tip p

i t t t t tα α= = ≤ ≤ ≤ ≤  

( 2,3, 4)i = 〉。 

(2)再证明定理中的 1 2 3 4 5, , , , , |G α α α α α α= 〈  
1

1 1 2 4 5 1 3 5[ , ] ,     [ , ] ,     [ , ] ,i iα α α α α α α α α α−
+= = =

5

5 5 4 3 2 11, min{ , },
t tt ip p p

i t t t t t tα α α= = = ≤ ≤ ≤ ≤

( 1,2,3,4)i = 〉的存在性，且 G 中所给的关系即为群

G的定义关系。 

令 1N G=
，
设F a=< >为 1tp 阶循环群。再作

映射 1: ' ,g g g g Nατ = ∈a ，则 

1 1
2

ατα α α αα −′ = = = ， 1 1
2 2 2 5 4

αα α α α α −′ = = ， 

1
3 3 3 5

τα α α α −′ = = ， 4 4 4
τα α α′ = = ， 

5 5 5
τα α α′ = = 。 

根据 5 4 3 2t t t t t≤ ≤ ≤ ≤ ，有 

1
2( ) ( )

t tp pα αα −′ = = 2
2 2[ , ]

t

t t
p

p pα α α α
 
  −   =   

2
2 3 1

t

t t
p

p pα α α
 
  −   = ， 

2 21
2 2 5 4( ) ( )

t tp pα α α α −′ = =
2 2 2

2 5 4 1
t t tp p pα α α − = ， 

3 31
3 3 5( ) ( )

t tp pα α α −′ = =  3 3

3 5 1
t tp pα α − = ， 

4 4

4 4( ) 1
t tp pα α′ = = ， 

此时有 2 3 4 5=< , , , , >N α α α α α′ ′ ′ ′ ′ ，故 )(NAut∈τ ，

显然 11 =τ
，下证

1 1
tpτ = 。 

根据条件 5 4 3 2t t t t t≤ ≤ ≤ ≤ ，有 
1 1 1

( )
t tp pτ τ τα α

−

= =
1 11 21

1 2 2( ) ( )
t tp pτ τ τ τα α α α

− −− −= =  

1 22 1
2 4 5( )

tpταα α α
−− − = =L

1 1

1 2 3
2 4 5

t t

t
p p

pαα α α α
   

−      −     = ， 
1 1 1

2 2 5 4 2

t t tp p pτα α α α α−= = ， 
1 1

3 3 5 3

t tp pτα α α α−= = ，
1

4 4

tpτα α= ，
1

5 5

tpτα α= ， 

从而
1 1
tpτ = 。于是由 Schreier扩张理论得到 N被 F

的一个扩张 1( , ;1, )tG Ext N p τ= 且 NGF /≅ 。因此

G是存在的，且 1 2 3 4 5t t t t t t|G | p + + + + += 。 

随后根据自由群理论证明G即为群G的定义
关系。 
设 1 2 3 4 5, , , , ,F x x x x x x=< >是一个自由群，

1 1 1 1
2 1 3 2 4 3 5 4{ [ , ], [ , ], [ , ], [ , ],S x x x x x x x x x x x x− − − −=  

1 1
5 4 1 2 5 1 3 5 1 4 1 5[ , ], [ , ],[ , ],[ , ],[ , ],x x x x x x x x x x x x x− −  

2 3 2 4 2 5 3 4 3 5 4 5[ , ],[ , ],[ , ],[ , ],[ , ],[ , ],x x x x x x x x x x x x  
3 51 2 4

1 2 3 4 5| , , , , , }
t tt t ttp p p p p px x x x x x ， 

则 1 2 3 4 5/ , , , , ,FF F S x x x x x x= =< >。 

因此
3 51 2 4

1 2 3 4 5 1
t tt t ttp p p p p p

x x x x x x= = = = = = ，

1 2[ , ]x x x= ， 2 3[ , ]x x x= ， 3 4[ , ]x x x= ， 4 5[ , ]x x x= ，

1
1 2 4 5[ , ]x x x x −= ， 1 3 5[ , ]x x x= ， 5 1 4[ , ] [ , ]x x x x= =  

1 5 2 3 2 4 2 5 3 4 3 5[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]x x x x x x x x x x x x= = = = = =

4 5[ , ] 1x x = ，且F 的子集 2 3 4 5, , , ,H x x x x x F= 〈 〉< ，于

是 1/F H x H= 〈 〉 ， 1
1| / | | | tF H x H p= 〈 〉 ≤ ， 故

1 2 3 4 5| | | |t t t t t tF p G+ + + + +≤ = ，从而可知 FG ≅ ，由此可

得 

1 2 3 4 5 1 1 2, , , , , | [ , ] ,[ , ]i iG α α α α α α α α α α α+= 〈 = =  
51

4 5 1 3 5 5,[ , ] , 1,
t tt ip p p

iα α α α α α α α− = = = =  

5 4 3 2 1min{ , }, ( 1, 2,3, 4)t t t t t t i≤ ≤ ≤ ≤ = 〉。 

定理 2  群G有下列性质: 
(1) 2 2 3 4 5, , ,G G α α α α′ = = 〈 〉， 3 3 4 5, ,G α α α= 〈 〉，

4 4 5,G α α= 〈 〉， 5 5G α= 〈 〉， 1/ ,G G G Gα α′ ′ ′= 〈 〉，

2 3 4 5 1( ) , , , ,p pGΦ α α α α α α= 〈 〉〈 〉 ; 

(2)G为亚交换 p-群; 

(3)若 5p > ，则 G为正则 p-群; 

(4) 3 52 2 4

1 1 2 3 4( ) ( ) , , , , ,
t tt t tp p p p pZ G Z G α α α α α= = 〈

5α 〉且 1 2| ( ) | t t tZ G p + −= ； 

(5) 3 3 4

2 1 2( ) , , ,
t t tp p pZ G α α α= 〈 5

3 4 5, ,
tpα α α 〉，其中

1 2 3
2| ( ) | t t t tZ G p + + −= ， 3 4 52

2| / ( ) | t t tG Z G p + += ； 

(6) 54 4

3 1 2 3 4 5( ) , , , , ,
tt tp p pZ G α α α α α α= 〈 〉，

5 5

4 1 2 3 4 5( ) , , , , ,
t tp pZ G α α α α α α= 〈 〉； 

(7)G为 PN-群； 

(8)若 1 2 3 4 5 1t t t t t t= = = = = = ，则 6
38(1 )G Φ≅ 。 

证明：(1) (i) 2 2 3 4 5[ , ] , , ,G G G G α α α α′ = = = 〈 〉，

从而可得 

1/ ,G G G Gα α′ ′ ′= 〈 〉， 

3 2[ , ]G G G= = 3 4 5, ,α α α〈 〉
， 
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4 3 4 5[ , ] ,G G G α α= = 〈 〉， 

5 4 5[ , ]G G G α= = 〈 〉， 6 1G = 。 

从而可得 G的下中心群列 

1 2 3 4 5 6 1G G G G G G G= ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ =  

所以 G是幂零群，且幂零类 ( ) 5c G = 。 

(II)由有限群 G的子群 )(GP 定义有

=)(GP |pg g G〈 ∈ 〉， ( )GΦ 为 G的 Frattini子群，

即 1 2 3 4 5(G) , , , , ,p p p p p pP α α α α α α= 〈 〉， 

所以 2 3 4 5 1( ) ( ) , , , ,p pG G P GΦ α α α α α α′= = 〈 〉〈 〉。 

(2)因为 2 3 2 4 2 5 3 4[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]α α α α α α α α= = = =  

3 5 4 5[ , ] [ , ] 1α α α α= = ，所以 [ ,G G′′ ′= ] 1G′ = ， 故 G

为亚交换 p -群。 

(3)当 5p > 时， 由(1)知 ( ) 5c G p= < ， 再利用

引理 1.5得，此时 G为正则 p -群。 

(4)对 ( )z Z G∀ ∈ ，设 3 51 2 4
1 2 3 4 5

x xx x xxz α α α α α α= ，

则 
3 51 2 4

1 2 3 4 51 [ , ] [ , ]x xx x xxzα α α α α α α α= = =  
5

5 3 51 2 4

5 54
5 3 54 1 2 4

5 1 2 3 4

4 1 2 3

[ , ][ , ]

[ , ] [ , ]

x

x xx

x xx x xx

xx x xx

α

α αα

α α α α α α α α

α α α α α α α

=

=
 

54
3 54 1 2 4

54
3 54 1 2 4

3 54
3 3 54 1 2 4

5 1 2 3

5 1 2 3

5 4 1 2

[ , ]

[ , ]

[ , ]

xx

xx

x xx

xx x xx

xx x x

xx x x

αα

αα

α αα

α α α α α α

α α α α α

α α α α α

−

−

−−

=

=

=

 

3 325 54 4
23 3 5 3 54 2 4 1 4

1 1

34 2 1

5 4 2 1

2 3
5 4 3 2 4 5

[ , ] [ ]
x xxx xx xxx x x

x x
xx x x

α α αα αα αα α α α α α

α α α α α α

−−

   
   −− − −    

=，
 

3 51 2 4

5
5 3 51 2 4

54
3 51 2 4

1 1 1 2 3 4 5

1 5 1 1 2 3 4

1 1 2 3

[ , ] [ , ]

             [ , ][ , ]

             [ , ]

x

xx

x xx x xx

x xx x xx

xx xx

z
α

αα

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α

= =

=

=

 

3 4 554
53 4 5 3 41 2

3 34 2 45 5
5 53 3 4 2 3 42 1

1 3 1 1 2

5 1 2 1 1

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

x x xxx

x xx x xx x

x x xx

x x xx

α α αα α

α α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

=

=
 

31 2 4 5
53 1 2 3 42 2

3 1 1 2 2 1

5 4 5 1

2 4 3 2
5 4 3 2

[ , ]

1

xx x x xx x x x

x x x x
x x x x x x x x

x

α α α α αα α α α α

α α α α

−

       
+ − + − − +       

       

=

=

 

同理 

1 1 13 2
2 5 4 3[ , ] 1

x x
x x x x

xzα α α α
   

− + −   
   = = ， 

12
3 4 5[ , ] 1

x
x

xzα α α
 

− 
 = = ， 

4 5[ , ] 1xzα α= = ， 5[ , ] 1zα = 。 

由此可得 
5 |tp x， 4 |tp x， 3 |tp x， 2 |tp x， 5

1|tp x ， 4
1|tp x ，

2
1|tp x ， 5

2|tp x ， 4
2|tp x ， 3

2|tp x ， 5
3|tp x ， 4

3|tp x ，

5
4|tp x 。 

由 5 4 3 2 1min{ , }t t t t t t≤ ≤ ≤ ≤ 得 
3 52 2 4

1 2 3 4 5, , , , ,
t tt t tp p p p pz α α α α α α∈〈 〉  

即由 z的任意性可得 
32 2 4

1 2 3Z( ) , , ,
tt t tp p p pG α α α α≤ 〈  5

4 5, ,
tpα α 〉。 

又因为 
32 2

1 2, , ,
tt tp p pα α α〈 54

3 4 5, ,
ttp pα α α 〉 ≤  ( )Z G ， 

于是
2 2

1Z( ) , ,
t tp pG α α= 〈 3 54

2 3 4 5, , ,
t ttp p pα α α α 〉，从而 

32 2 4

1 2 3( )
tt t tp p p pZ G α α α α= 〈 〉 ×〈 〉 ×〈 〉 × 〈 〉×   

5

4 5

tpα α〈 〉× 〈 〉  

所以 1 2| ( ) | t t tZ G p + −= 。 

(5)因为 2 1 1( ) / ( ) ( / ( ))Z G Z G Z G Z G= ，所以

2 1[ ( ), ] ( )Z G G Z G⊆ 。 

那 么 对 任 意 的 3 51 2 4
1 2 3 4 5

x xx x xxz α α α α α α= ∈ 

2 ( )Z G 有 

1 2 3 4 5[ , ],[ , ],[ , ],[ , ],[ , ],[ , ] ( )z z z z z z Z Gα α α α α α ∈  

由此可得 
5 |tp x， 5

1|tp x ， 5
2|tp x 5

3|tp x ， 5
4|tp x ， 4 |tp x， 

4
2|tp x ， 3 |tp x， 3

1|tp x ， 

从而
3 3

1, ,
t tp pz α α∈ 〈 54

2 3 4 5, , ,
ttp pα α α α 〉， 

由 z的任意性 3 3 54

2 1 2 3( ) , , , ,
t t ttp p p pZ G α α α α≤ 〈  4 5,α α 〉，

因为 2 ( )Z G 3 3 54

1 2 3 4 5, , , , ,
t t ttp p p pα α α α α α≥ 〈 〉，故

32 2 4

2 1 2 3 4 5Z ( ) , , , , ,
tt t tp p p pG α α α α α α= 〈 〉。 

所以 3 3 54

2 1 2 3 4( )
t t ttp p p pZ G α α α α α= 〈 〉 × 〈 〉 × 〈 〉 × 〈 〉 × 〈 〉 ×  

5α〈 〉，于是 1 2 3
2| ( ) | t t t tZ G p + + −= 。可求的 2| / ( ) |G Z G =  

3 4 52t t tp + + 。 

(6) 因 为 3 2 2( ) / ( ) ( / )Z G Z G Z G Z= ， 且 有

3 2[ ( ), ] ( )Z G G Z G⊆ 。 
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那 么 对 任 意 的 3 51 2 4
1 2 3 4 5

x xx x xxz α α α α α α= ∈ 

3 ( )Z G ，由上定理（5）得 4
1|tp x ， 5

2|tp x ， 4 |tp x，

5 |tp x。 

所以
54 4

3 1 2 3 4 5Z ( ) , , , , ,
tt tp p pG α α α α α α= 〈 〉 = 

54 4

1 2 3 4 5

tt tp p pα α α α α α〈 〉× 〈 〉× 〈 〉× 〈 〉× 〈 〉 × 〈 〉  

于是 1 2 3 4
3| ( ) | t t t t tZ G p + + + −= 。 

同理 
5 5

4 1 2 3 4 5( ) , , , , ,
t tp pZ G α α α α α α= 〈 〉， 

4| ( ) |Z G = 1 2 3 4 5t t t t t tp + + + + − ， 

5 1 2 3 4( ) , , , , ,Z G α α α α α= 〈  5 Gα 〉 = 。 

综上可得： 0 1 2 31 ( ) ( ) ( ) ( )Z G Z G Z G Z G= ≤ ≤ ≤ ≤  

4 0( ) ( )Z G Z G G≤ = 是 G的中心群列。 

(7)由引理 1.7及(1)知， )()( GGZ Φ≤ ，故G为
PN-群。 

(8)若 1 2 3 4 5 1t t t t t t= = = = = = ，则 6
38 (1 )G Φ≅ 。 

定理 3  证明新群 G为 LA-群 
证明:令 Inn( ) ( )cR G A G= ( )(GAc 为 G的中心自

同构 )，则易知 R 为 Aut( )G 的正规 p 子群。即
( )R Aut G≤ 于是只需证明 |||| GR ≥ ，即可知G 为

LA-群。由引理 1.6有 

| | | Inn( )R G= ( ) |cA G⋅ = 
|In n ( )| | ( ) |
|In n ( ) ( ) |

c

c

G A G
G A G

⋅
∩ ＝

| / ( )| | ( )|
| ( / ( ))|

cG Z G A G
Z G Z G

⋅
＝ 

2

| / ( )| | ( )|
| ( ) / ( )|

cG Z G A G
Z G Z G

⋅
＝

2| ( ) | | : ( ) |cA G G Z G⋅
。 

由定理 2 的(1)知 1/ ,G G G G Gα α α′ ′ ′ ′= 〈 〉 = 〈 〉 ×  

1Gα ′〈 〉，其不变型为 1( , )t t 。 

由定理 2 的（4）知 1 2 3
2| ( ) | t t t tZ G p + + −= ，又

1 2 3 4 5| | t t t t t tG p + + + + += ，所以 3 4 52
2| / ( ) | t t tG Z G p + += ，

2( ) ,
tpZ G α= 〈 3 52 4 2

1 2 3 4 5, , , ,
t tt t tp p p p pα α α α α α〉 = 〈 〉×  

3 52 4

1 2 3 4 5

t tt tp p p pα α α α α〈 〉 ×〈 〉× 〈 〉 ×〈 〉 ×〈 〉  

其不变型为 2 1 2 2 3 3 4 4 5 5( , , , , , )t t t t t t t t t t t− − − − − 。 

由 /G G′的不变型为 1( , )t t ，根据引理 1.8将 G

分类讨论，分成两组，情形 1: 1t t≥ 与情形 2： 1t t≤ 。

只要证明这两种情况，即证得G均为 LA-群。 

(A) 证明情形 1下群G为 LA-群： 
在 1t t≥ 的条件下已经有 2 1 2t t t t− ≥ − ， 1 5t t t≥ ≥

成立， ( )Z G 的不变形为 2 1 2 2 3 3 4( , , , ,t t t t t t t t− − − −  

4 5 5, )t t t− ，此时分析 t， 1t ， 2t t− ， 1 2t t− ， 2 3t t− ，

3 4t t− ， 4 5t t− ， 5t 的大小关系。 

(I)当 1 2 2 3t t t t− ≥ − 时， 

(i) 1 2 2 3 3 4 4 5 5t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 时，

2 1 2 2 3 3 4 4 5 5t t t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 。 

在计算a时分以下二类： 
(1) 1 2t t t≥ − 时， 

2 1 2min{ , } min{ , }a t t t t t t= − + − +  

2 3 3 4min{ , } min{ , }t t t t t t− + − +  

4 5 5 1 2

1 1 2 1 2 3 1 3 4

min{ , } min{ , } min{ , }
min{ , } min{ , } min{ , }

t t t t t t t t
t t t t t t t t t

− + + − +

− + − + − +
     1 4 5 1 5 1 2min{ , } min{ , } 2( )t t t t t t t t− + = + −  

因此 1 22( )| ( ) | t t ta
cA G p p + −= = ， 

3 4 51 2

1 2 3 4 5 1 2 3

22( )
2

2 2 2 2 3

| | | ( ) | | : |

| | | |

t t tt t t
c

t t t t t t t t t t

R A G G Z p p

p G p G

+ ++ −

+ − + + + + − +

= ⋅ = ⋅ =

= ⋅ >
 

故群G为 LA-群。 
(2) 2 1t t t− ≥ 时， 

1 23a t t t= + − ， 

故 1 2 32 2| | | | | |t t tR G p G− += ⋅ > ，故群G为 LA-群。 

(ii)同理关于在 1 2 2 3t t t t− ≥ − 下的其它大小关系 

1 2 3 4 4 5 2 3 5t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ ； 

1 2 3 4t t t t− ≥ − ≥ 4 5 5 2 3t t t t t− ≥ ≥ − ; 

1 2 3 4 2 3t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ 4 5 5t t t− ≥  

完全可按(i)中的方式验证 G是 LA-群。 
(II)当 2 2 3 1 2t t t t t t− ≥ − ≥ − 时，一共分为五种情

况： 
(i) 2 3 1 2 3 4 4 5 5t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 时， 

2 2 3 1 2 3 4 4 5 5t t t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 。 

在计算 a时分以下三类： 
(1) 1 2t t t≥ − 时，和上(I)(i)(1)相同，因此 G 为

LA-群。 
(2) 2 1 2 3t t t t t− ≥ ≥ − 时， 1 2a t t t= + + ，因此

3| | | | | |tR G p G= ⋅ > ，G为 LA-群。 
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(3) 2 3 1 1 2t t t t t− ≥ ≥ − 时， 1 23a t t t= + − ，因此

1 2 33 3 2| | | | | |t t tR G p G− += ⋅ > ，G为 LA-群。 

(ii) 2 3 3 4 4 5 1 2 5t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 时， 

2 2 3 3 4 4 5 1 2 5t t t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 。 

在计算a时分以下二类： 
(1) 4 5 1 1 2t t t t t− ≥ ≥ − 时， 1 2 56 2a t t t t= + − + ，因

此 1 2 3 55 3| | | | | |t t t tR G p G− + += ⋅ > ，G为 LA-群。 

(2) 3 4 1 4 5t t t t t− ≥ ≥ − 时， 1 2 45 2a t t t t= + − + ，因

此 1 2 3 44 3| | | | | |t t t tR G p G− + += ⋅ > ，G为 LA-群。 

(iii) 2 3 3 4 1 2 4 5 5t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 时， 

2 2 3 3 4 1 2 4 5 5t t t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ − ≥ − ≥ 。 

在计算a时分以下二类： 
(1) 2 3 1 3 4t t t t t− ≥ ≥ − 时， 1 23a t t t= + − ，故

1 2 33 3 2| | | | | |t t tR G p G− += ⋅ > ，故群 G为 LA-群。 

(2) 3 4 1 1 2t t t t t− ≥ ≥ − 时， 1 2 45 2a t t t t= + − + ，故

1 2 3 44 3| | | | | |t t t tR G p G− + += ⋅ > ，故群 G为 LA-群。 

(iv) 2 3 3 4 4 5 5 1 2t t t t t t t t t− ≥ − ≥ − ≥ ≥ − 时， 

1 2 56 2a t t t t= + − + ，故 1 2 3 55 3| | | | t t t tR G p − + += ⋅ | |G> ，G

为 LA-群。 

(B) 证明情形 2: 1t t≤ 下群 G为 LA-群： 

情形 2和情形 1是完全相同的讨论方法。同理
可以得到情形 2的 G也都是 LA-群。 
综上可知扩展的群： 

1 2 3 4 5 1 2 2 3, , , , , | [ , ] ,[ , ] ,G α α α α α α α α α α α α= 〈 = =  

3 4 2 3 3 1 4 1 5[ , ] ,[ , ] [ , ] [ , ] ,α α α α α α α α α α= = = =  
531 2 4

1 2 3 4 5 1
tt t tt tp p p p p pα α α α α α= = = = = = 〉  

是 LA-群。 
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