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用小波熵测度Lorenz系统准周期特性

李 伟，梁雯君，史 韬，邓 胜，13

*
杨建平

（井冈山大学电子与信息工程学院，江西,吉安 343009）

摘 要：运用四阶 Runge-Kutta 求取了 Lorenz 系统的时间序列，采用小波分解与信息熵计算了时间序列的小波熵值，

并用来测度系统准周期运动过程中的复杂度。计算结果表明，系统的三个运动复杂度分量均由许多大小不一、形状相

似、山峰状的循环窗口组成，并且在不同的尺度上具有自相似特征，系统的小波熵序列也具有混沌性质，其运动具有

准周期特性，进一步研究发现，在 Lorenz 系统运动的整个准周期过程中，运动复杂度的大小不同，复杂度大时，对应

短准周期，复杂度小时对应于长准周期，系统的演变过程由各种不同的长准周期和短准周期交替组成。
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QUASI PERIODIC PROPERTY OF LORENZ SYSTEMMEASURED BY
WAVELET ENTROPY

LI Wei, LIANG Wen-jun, SHI Tao, DENG Sheng, *YANG Jian-ping
（School of Electronics and Information Engineering, Jinggangshan University, Ji’an, Jiangxi 343009, China）

Abstract: The time series of the Lorenz chaotic sequences was calculated by fourth-order Runge-Kutta method.
Then the wavelet entropy of the system was calculated by using wavelet decomposition and information entropy,
which was used to measure the complexity of the system in the process of quasi-periodic motion. The results
showed that for Lorenz model, its three complexities were all chaotic and composed of many cycling windows
which had varied size, similar shape, peak shape. The wavelet entropy sequence of the system was also chaotic
and its motion was quasi periodic. It was found that the motion complexity was different in the whole quasi
periodic process of Lorenz system. When the complexity was large, it corresponded to short quasi period; when
the complexity was small, it corresponded to long quasi period. The evolution process of Lorenz system was
composed of different long and short quasi period.
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0 引言

Lorenz 模型是 1963 年由美国气象学家洛伦兹

在研究区域小气候时求解出来的一个数学模型，它

是非线性系统研究中常用的一个经典例子。目前已

有很多 Lorenz 系统的动力学特征研究成果，如采用

线性稳定性分析（局部稳定性分析）方法，能分析

定点及其邻域的性质，但没有涉及系统在整个相空

间是否一定收敛（有界）的全局稳定性问题；用

Lyapunov 指数定量地描述 Lorenz 系统相空间相邻

轨道随时间收敛（或发散）的平均速率[1]，可得到

系统具有全局稳定性，最终收缩到捕捉区内，并形

成一个不变的集合，即吸引子；另外，在非线性动
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力学传统分析方法上有功率谱、重现图形、Poincare
截面图等，这些方法在分析系统时具有通用性，分

析非线性系统无独特优势。为研究非线性系统演变

的准周期性特征[2-3]，多采用非线性系统的分析方

法，如近似熵是统计量化的非线性动力学参数，能

够较好地表达 Lorenz 系统复杂特征[4-5]，但没有将

Lorenz 系统的局部特征和整体演变过程结合起来；

如文献[6]采用三次粗粒化方法，运用动态、粗粒化

的非线性时间序列分析方法（Lempel-Ziv 复杂度），

分析了 Lorenz 模型的复杂度演变特征，但粗粒化

描述的 Lorenz 系统其运动学演变特征缺乏细腻、连

贯、精准性。

本研究从时频分析出发，应用小波变换在时域

和频域同时具有定位分析信号的能力，突出系统的

突变信息，并且将描述系统复杂度的信息熵理论和

小波分解结合起来，形成 Lorenz 系统测度的小波熵

方法，将 Lorenz 系统的局部突变和整体演变进行统

筹考察，呈现其准周期运动特征。该方法非常适合

于分析非平稳信号、非线性动力学系统的时间序

列，能够反映多频率成份信号的混乱程度并提供时

间序列的动力学演变特征，已经在生物医学、机械

故障诊断等领域的应用中取得了一定的成果
[7-11]，能够为 Lorenz 混沌系统的动态复杂度计算提

供一种时——频分析手段。

1 时间序列的小波分解

具有多分辨率的小波变换算法是利用正交小

波基（或双正交）将信号分解成不同尺度的多个分

量，此过程可理解为循环使用一对高通滤波器与低

通滤波器，逐级对时间信号进行滤波，经过高通滤

波器获得信号的高频细节分量，通过低通滤波器生

成信号的低频粗略分量。分解后得到的信号分量所

占频带宽度相同，均占原信号频带宽度的二分之

一，每一次分解后，将原信号的采样频率减少一倍；

下一层次的分解是对低频分量重复上述分解（滤

波）过程，最后得到下一层次的两个分解细节分量。

设 Lorenz 时间序列 )(tf 经过小波分解后，在

第 j 分解尺度下的高频向量系数为 cDj、低频向量系

数为 cAj，将这对系数进行单支信号重构后，可得

到序列的分支序列为 ja 和 ja ，各自的频带范围为

ja ： ]2,0[ )1(
s

j F ， jd ： ]2,2[ )1(
s

j
s

j FF  ，

Mj ,,3,2,1  ，其中 Fs 为计算 Lorenz 序列的采样

频率，则 Lorenz 时间序列可分解为各分支序列之

和，即：

112211)( ddaddadatf jj   。

2 小波熵的准周期测度

用 Shannon 信息熵描述 Lorenz 系统运动的不确

定性。例如，对于一个仅有有限个样本值的随机变

量，用 X 表示其状态特征，样本值为 ix 的概率

  nixXPp ii ,,2,1,  ，且有 1
1




n

i
ip ，则 X 中

该样本的可能结果得到的信息可由 )/1log( ii pI 

表达，这样 X 的信息熵表示为





n

i
ii ppxH

1

)/1ln()( ，

其中 0ip 时， 0)log( ii pp 。

小波变换具有在时域和频频同时局部化能力，将

Lorenz 系统时间序列的时频分支序列与信息熵相结

合，可以得到Lorenz 系统时间序列的小波熵值——小

波熵测度。设其在m 个尺度上的小波能量为：

mEEEE ,,, 21  ,

其中 



N

i
ijj aE

1

2
， ija 为 Lorenz 系统时间序列重构

系数的第 j 层上的第 i 个数据，因而在尺度域上能

量 E 可以对序列能量进行分割，由小波变换的正交

特性可知，在任一时间段内 Lorenz 系统时间序列的

总能量 E 等于各分量能量 jE 之和。

设 EEP jj / ， 
j

jP 1，于是 Lorenz 系统时

间序列的相应的小波熵：  
j

jj PPWE lg ，其中，

Ej可以由小波分解的各向量系数 kjcD , 和 kjcA , 的平

方和求得，也可由重构分支序列的系数 ja 和 dj的平

方和求得。

图 1 为由两种周期成分仿真构成的一信号，前

500 个点为长周期，后 500 个点为短周期。对照其

相应的小波熵序列图，从图中可以看出：周期较大

时小波熵趋于零，周期较小时小波熵更大，中间过

渡部分小波熵出现最大值，即准周期小波熵复杂度
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的大小与窗口内序列准周期的平均周期一致，可以

用运动复杂度来分析 Lorenz 系统的准周期的运动

特征，刻画系统长时间的演变特征。

图 1 长、短周期的小波熵序列演变特征
Fig. 1 Evolution characteristics of wavelet entropy

series with long and short periods

3 Lorenz 系统的时间序列及其小波

熵测度

3.1 Lorenz 系统的运动特征

Lorenz系统的方程为：
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采用四阶Runge-Kutta法求解该微分方程组，并

调用MATLAB函数ode45进行计算，时间范围取

0~60s，求得x、y、z三个分序列的各3285点。图2
为x分量的部分时域图，从图中可看出该分量围绕

着x轴上的两点振荡运动，正方向在x=8附近，为系

统的p+吸引子，负方向在x=-10附近，为系统的p-
吸引子；图3所示为其混沌吸引子图，系统运动过

程中局限在相空间中的有限区域内，即绕p+吸引子

（或p-吸引子）运动一段时间后变化到绕p-吸引子

(或p+吸引子)运动，为非周期的混沌运动，但又有

周期性特征，即各阶段由类似的、但又不同的准周

期运动交替构成。

图2 Lorenz系统的部分时域图
Fig. 2 Partial time domain diagram of Lorenz system

图3 Lorenz系统的混沌吸引子

Fig.3 Chaotic attractor of Lorenz system

3.2 准周期测度的计算

考虑正交小波函数的多样性，选用正交性好的

db系列小波，利用其紧支撑和多尺度分析的特点，

来描述系统的准周期测度。

计算方法：（1）采用db6小波对系统的时间序

列进行三层小波分解，分解与重构后得a3、d3、d2、
d1等四个分支序列。（2）采用滑动窗口的方法计算

小波熵，滑动步长取1（平滑效果好，但计算量偏

大），即对四个分序列选取窗口宽度为W，进行长度

为W/2的、对称的、一维扩展，再用一个宽度为W
的时间窗从扩展后四个分信号的第1点开始截取长

为W的一段，依照小波熵定义可求出此时间窗的小

波熵值，并将此小波熵值赋给时间窗内的第W/2+1
点（对应原Lorenz时间序列的第一个点）；（3）将时

间窗向右移动一个点，得到四个分支序列第二窗口

的四段数据，并求得第二个点的小波熵值；（4）依

次循环下去，可得到整个序列各个点对应的小波熵

值，即为所求的小波熵复杂度序列，用来测度准周

期的演变特征。

为观察混沌系统的较长时间内演变特征，用

Runge-Kutta法计算系统时间序列时取360 s，得到

20869点的x、y、z三个序列，分别计算x、y、z三个

序列的小波熵序列，三者情形一致。文中以计算x
分量的运动复杂度为例，分别取窗口宽度为W=
600，W = 800和W = 1000， 求得Lorenz模型的x分
量在各窗口中的运动复杂度序列，如图4所示，对

于不同的窗口宽度时，系统的复杂度特征基本一

致，三个小波熵序列运动复杂度的变化特点都呈现

了Lorenz系统运动过程中的内在特征——小波熵测

度的演变特征，鉴于此，下面的分析中均采用W =
600进行分析。
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图4 x分量不同窗口宽度的小波熵复杂度

Fig. 4 Wavelet entropy complexity of x component with different window width

在图4中，小波熵运动复杂度序列包括很多极

大值、极小值，这些极大值、极小值的出现与系统

绕p+吸引子或p-吸引子的振荡有关，一个振荡来回

为一个准周期。（1）根据图1长、短周期的演变特

征可知这些极大值、极小值的出现与准周期的长短

有关；（2）小波熵序列的波形为大小不一、形状相

似、山峰状的循环窗口组成，也具有准周期性。

3.3 运动复杂度的周期性描述

图5为x分量的360 s时域图及W=600时的小波

熵复杂度序列，图中的最小值点序号为7818，小波

熵值为0.0033，最大值点序号为13757，小波熵值为

0.0081，为探讨最小、最大小波熵值点的准周期动

力学特征，将最小、最大小波熵值所对应窗口的时

域图分别于图6、图7中画出。

图 5 小波熵测度的最小、最大值（w=600，点数为 20869）
Fig. 5 Minimum and maximum values of wavelet entropy measure (w = 600, number of points is 20869)

图6中最小小波熵值对应x分量的时域窗口为

［7518 8118],图7中最大小波熵值对应x分量的时

域窗口为[13457 14057]。对照长、短周期的小波

熵序列演变特征分析lorenz系统的准周期特性。最

小小波熵值的系统特征：（1）最小值所对应窗口的

平均准周期最长；（2）最小值点两边lorenz系统的

平均准周期无突变，两边有非常对称的准周期运动

特性；最大小波熵值的系统特征：（1）最大值所对

应窗口的前半个窗口表现为多次绕p+吸引子或p-

吸引子振荡一次便转为绕p-吸引子或p+吸引子的

振荡，即平均准周期最短；（2）最大值两边Lorenz
运动的准周期发生突变；左边为短平均准周期，右

边为长平均准周期。因而，lorenz系统的平均准周

期的演变过程总是伴随着小波熵序列的由极小值

变化到极大值、由极大值变化到极小值，是准周期

长短、对称的演变过程，包括准周期的缓慢演变、

准周期的突变等过程。
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图 6 x 分量最小小波熵值与时域运动特征对照
Fig. 6 Comparison of minimum wavelet entropy of

x-component and motion characteristics in time domain

图 7 x 分量的最大小波熵值与时域运动特征对照
Fig. 7 Comparison between maximum wavelet entropy of x

component and time domain motion characteristics

4 结论

本研究利用Runge-Kutta法求解Lorenz系统的

微分方程得到其时间序列，运用小波熵复杂度算

法，计算并分析了其时间序列的小波熵测度，计算

的复杂度序列反映了Lorenz系统的演化特征，x ，

y ，z 三个分量的复杂度序列均具有混沌性质，是

由许多大小不一、形状相似的循环窗口组成，反映

了Lorenz系统内在的准周期特性；研究小结：（1）

各分量长时间连续围绕p+吸引子振荡时及频繁在p-
吸引子和p+吸引子之间来回振荡时，小波熵测度出

现极大值；（2）各分量长时间连续围绕p+或p-吸引

子振荡时，小波熵测度出现极小值；（3）小波熵值

在极大值和极小值之间上下振荡，变化过程表征着

Lorenz系统准周期的演变特征，因此系统的演化可

以通过时间序列的复杂度特性来揭示其动力学结

构特征，此方法可以应用到观测数据的动力学分

析，通过计算数据的小波熵复杂度反演系统的演变

特性。
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