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闭黎曼流形上临界度量的研究
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摘 要：本文研究了闭黎曼流形上的双参数二次曲率泛函的临界度量，利用带Yamabe常数及曲率的 pinching 条件，

以及我们证明了一个刚性定理。此外，我们也得到另外一些曲率条件下的刚性结果。
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CRITICAL POINTS FOR QUADRATIC CURVATURE FUNCTIONAL ON
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Abstract: In this paper, the critical metrics for two-parameter quadratic curvature functionals on closed manifolds,
and pinching conditions with Yamabe incariant and curvature were studied. Moreover, the results also provide a
few rigidity results that involve the Weyl curvature, the trace-less Ricci curvature and the Yamabe invariant,
accordingly.
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0 引言和预备知识

最近几年，刚性定理成为微分几何研究的一个

热点。研究者一般考虑带有拼挤条件的 Bach 平坦黎

曼流形
[1-2]

或者考虑二次曲率泛函的临界点再加

pinching 条件
[3-6]

,也有学者研究最佳拼挤常数得

到有趣的结果
[7]
。受以上文献启发,本文考虑闭流形

上的二次曲率泛函：
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拼挤条件用到的Yamabe常数定义如下：
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根据Yamabe常数定义，可以得到不等式：
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此外，我们知道紧流形上Yamabe常数的符号由

其度量共形类的数量曲率的符号所决定。

1 主要结论

定理1 令 ( , )( 3)nM g n  是一个具有正数量曲

率的闭黎曼流形， 1g M （ ）是泛函 ,t sF 的临界度

量，且满足以下积分不等式：
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0 ,t t s则当 ，且 满足：

1 2 2 0;
0;

1 4 0;
41 4 0.
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则 ), gM n（ 是一个Einstein流形。

推论1 若 )ng)M n 3, （（ 局部共形平坦且满足

定理1条件，则 )ng)M n 3, （（ 具有常正截面曲率。

推论2 若 4( , )M g 是闭黎曼流形，度量 g 是泛

函 ,t sF 的临界度量，如果
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则 ),4 gM（ 是一个Einstein流形。

推论3 若 ),4 gM（ 是闭黎曼流形，度量 g 是泛

函 ,t sF 的临界度量，如果
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其中 )(M 为Euler-Poincare示性数，则 ),4 gM（ 是

一个Einstein流形。

2 证明

根据拉格朗日乘数法， 1g M （ ）是泛函 ,t sF 的

临界点，当且仅当 =F g ，因此有：

引理1
[8]

若 ( , )( 3)nM g n  是闭流形， )(1 Mg 

是泛函 ,t sF 的临界度量，当且仅当以下两个方程成

立：
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其中为常数。

对引理 1 的第一个方程积分，可以得到：

引理2 若 ( , )( 3)nM g n  是闭流形， 1g M （ ）

是泛函 ,t sF 的临界度量，当且仅当以下方程成立：
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引理 3
[9]

若 ( , )nM g 是黎曼流形，  是任意实

数，则以下不等式成立:

 kdjkijijkdijkd EEEEEW 
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引理 4
[10]

若 ),4 gM（ 是一个闭黎曼流形，则
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当 ),4 gM（ 共形于一个 Einstein 流形。

定理 1 的证明：由引理 2有
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再根据Yamabe 常数的定义，有
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再根据Holder不等式，上式有
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因此，如果满足条件
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则 0E  ，因此 ( , )nM g 是 Einstein 流形。

推论 2 的证明：当 4n  时，定理 1 中
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由定理 1 立即得到推论 2。

推论 3 的证明：根据Gauss Bonnet Chern  公式
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由推论 2 可得推论 3。
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