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力学

功能梯度材料梁的非线性研究

张#驰#于#耕#张#硕
"沈阳航空航天大学民用航空学院$沈阳 !!%%@'#

摘#要#研究了热A机械载荷作用下几何非线性对功能梯度材料梁的位移及应力的影响! 首先根据一阶剪切变形梁理论推

导了机械载荷条件下功能梯度材料梁位移和应力的平衡方程"热载荷条件通过求解一维热传导方程即可获得#然后采用解析

法和摄动技术两种方法对平衡方程求解"并利用非线性应变B位移关系分析非线性对位移和应力的影响#最后引入算例采用

不同方法计算功能梯度材料梁的位移及应力并对比分析! 数值计算结果表明"几何非线性对梁的位移和应力的影响是显著

的"材料常数和边界条件对梁的非线性弯曲也有一定的影响! 这种求解非线性平衡方程解析解的新方法对高阶剪切变形和

层理论有一定的指导意义!

关键词#功能梯度梁##非线性分析##解析解##热机械载荷##摄动技术##剪切变形

中图法分类号#C@%$#0D@@@%####文献标志码#E

$%!" 年 @ 月 ) 日收到

第一作者简介&张#驰"!F(!!#$讲师$硕士' 研究方向&航空材料

力学特性分析' 8*G6-3&H.-I-/4J-K1>L!$'?,2G'

## 随着现代科学技术的不断进步和发展$材料的

属性和功能需求呈现多样化$而传统材料在一些极

端的环境条件下"如超高温#可能无法满足工况使

用要求' 功能梯度材料是一种新型复合材料$通常

由陶瓷和金属两种不同性能的材料组成$通过连续

平滑的改变两种材料的组织和结构$使其结合部位

的界面消失$而其机械性能从一面到另一面是平滑

连续的$与经典的层状结构复合材料相比$在一定的

载荷环境条件下功能梯度材料的机械性能表现更

好(!$$)

%在传热方面$由于陶瓷具有低传热系数可用

于抵抗高温$金属则由于其良好的延展性能够防止

因短时间温度剧变产生的应力而导致的断裂破

坏(@$")

' 同时$功能梯度材料可以提高蠕变性能*机

械工具的断裂韧度*耐磨性以及高温环境的抗氧化

性等()!()

$因此这种材料在很多工程领域得到广泛

应用'

关于功能梯度材料梁或板的热机械性能方面的

研究也得到了很多学者的积极关注$吴晓$等(F)推

导了功能梯度材料板在均匀温度场的非线性振动及

屈曲微分方程并求得了近似解%顾勇军(!%)研究了热

环境中弹性功能梯度圆柱薄壳分岔屈曲的边界约束

效应问题%M6932K等(!!)利用拉格朗日公式对功能梯

度材料梁的几何非线性进行了分析$但从目前的文

献资料中很难找到非线性问题对求解功能梯度材料

梁平衡方程精确解的影响分析' 鉴于此$首先采用

一阶剪切变形梁理论分析功能梯度材料梁的位移及

应力$然后对方程进行求解并利用非线性应变*位移

关系分析几何非线性对梁的位移及应力的影响$同

时用摄动方法获得平衡方程的解$并在不同的载荷

和边界条件下对这两种方法获得的解进行比较$以

证明上述几何非线性对功能梯度材料梁的变形位移

和应力的影响分析是否正确'

!"梁变形理论的数学推导

考虑某功能梯度材料梁$其长度为 !$宽度为"$

厚度为 #'梁的底面"$%&#'$# 承受一横向载荷$假

定功能梯度材料梁的属性按照结构组分材料的体积

分数沿$方向以幂函数形式分布'

图 !#功能梯度材料梁的几何示意图

N-4?!#01.K,1.G6O-,7-6496G2HO1.

NPQR.6G4.2G.O95

若考虑梁承受温度载荷$则假定温度的变化同

样也只沿厚度方向$热传导方向同样沿梁的厚度方

向$边界条件为$%#'$ 处 (%(

,

$在 $%&#'$ 处

(%(

G

'对于热载荷状况下几何非线性对功能梯度

材料梁的位移及应力的影响分析通过求解一个简单

的稳态热传导方程即可实现(!$)

'

这里采用一阶剪切变形板理论来推导一阶剪切



变形梁理论$假定位移场为&
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及.表示板中截面上的点的位移$
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分别表示绕 +轴和 *轴的截面旋转量的未知

函数' 为了研究几何非线性对输出响应的影响$在

处理应变*位移关系时考虑冯卡曼几何非线性理论'

将方程"!#代入应力*应变关系中结果为
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根据最小势能原理(!@)

$平衡方程可以表达为
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而2"*$+# 是施加在板底面的横向载荷' 同样

的力和力矩定义如下
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线性本构关系(!")为
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将式"&#代入式"'#$则力和力矩可通过如下方

式表达

/

*

%3

!!

"

%

*

,3

!$

"

%

+

,4

!!

#

*

,4

!$

5

+

&/

0

*

/

+

%3

!$

"

%

*

,3

$$

"

%

+

,4

!$

#

*

,4

$$

5

+

&/

0

+

0

*

%4

!!

"

%

*

,4

!$

"

%

+

,6

!!

#

*

,6

!$

5

+

&0

0

*

0

+

%4

!$

"

%

*

,4

$$

"

%

+

,6

!$

#

*

,6

$$

5

+

&0

0










+

"(6#

/

*+

%3

''

$

%

*+

,4

''

5

*+

$ 0

*+

%4

''

$

%

*+

,6

''

5

*+

"(R#

1

+

%5

$

3

""

$

%

+$

$ 1

*

%5

$

3

))

$

%

*$

"(,#

式中

"3

78

$4

78

$6

78

# %

!

#'$

&#'$

1

78

"!$$$$

$

#7$

"/

0

*

$0

0

*

# %

!

#'$

&#'$

"1

!!

,1

!$

#

&"

("!$$#7$

"/

0

+

$0

0

+

# %

!

#'$

&#'$

"1

!$

,1

$$

#

&"

("!$$#7













$

"F#

式"F#中5

$ 为剪切校正因子'

为了推导出一阶剪切变形梁理论$假定 /
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又假定所有的力及力矩都仅是关于坐标*的函

数' 因此$方程""#可以简化如下
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式"!$# 2"*# 是指施加在梁底面的横向载荷'

#"求解方法

针对上述梁底面受均匀横向载荷或热载荷的情

况$推导其精确解及扰动解'

为得到方程"!$#的精确解$假定在 *%:!'$

处的边界条件相同$对式"!!#中第一个方程进行关

于*的积分可得
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是积分常数' 将式"!@#*式"@#及式

"(#$以及
"

'

"

+%% 代入式"!$#可得

$ 科#学#技#术#与#工#程 !" 卷
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式"!"6# S式"!".#是五个普通的常系数线性微分

方程$其中式"!"R#和式"!"7#只是都关于 -

%

和
!

+

的齐次方程' 由于其边界条件是齐次的且变量只有

-

%

和+

+

$式"!"R#和式"!"7#的解很容易获得$其余

方程可以根据边界条件"两端简支或两端固支#来

确定未知常数项/

%

*

进而求其解析解' 求得方程组

式"!"6# S式"!".#的各解后再需一个条件就可以

得到最终解$例如假设*%:!'$处 )

%

%% $就可以

获得 /
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' 首先对式 "!"6#从 % 到 !'$ 进行积分

如下'
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最后$通过将式"!"6#$式"!",#和式"!".#中的

解代入式"!'#进行验算$可以得到/

%

*

的精确值'

然后再采用 ! &=法摄动技术(!))求解三个耦合

非线性常微分方程' 定义."%# %.

%

$未知变量表

达如下
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将在最后求得' 下一步$在机械载

荷"此时热载荷
"

(%% #作用下$令

2"*# %2

%

%2

!

.

%

,2

$

.

$

%

,2

@

.

@

%

,+ "!(#

在热载荷"此时机械载荷2"*# %% #作用下$假
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式"!F#中
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是一些未

知常数$可以通过其他的边界条件加以确定' 从

."%# %.
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将式"!&#和式"!(#"或式"!F##代入平衡方程

中$可以得到一个耦合线性常微分方程的无限集$其

解很容易求得' 常数2

7

或
"

(

7

可以通过将已知条件

代入式"$%#而获得' 最后 .

%

通过对多项式"!(#

(或式"!F#)进行数值求解而获得'

$"算例及分析

根据上述理论推导$研究一两端夹紧功能梯度

材料梁的位移和应力情况' 假设功能梯度梁的底面

为金属铝$顶面为陶瓷材料氧化锆' 为简化运算$假

设梁仅受均匀横向载荷且长宽比为 !'# %!)'相关

材料的力学属性如表 ! 所示'

数值分析中采用的无量纲参数如表 $ 所示'

表 !"功能梯度材料梁组

分材料的力学属性

%&'()!"%*)+),*&-.,&(

/01/)02.)314,1-32.25)-2

+&2)0.&(3.-67')&+3

弹性模量 泊松比
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##其中@和A分别表示金属

材料"即铝#和陶瓷材料"即氧

化锆#'

表 #"相关无量纲参数

%&'()#"%*)-1-8

9.+)-3.1-&(.:)9

/&0&+)2)03

无量纲参数 计算公式

长度
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纵向应力
%

&

*

%"

%

*

#'2

%

!#

载荷参数
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G
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##其中2

%

表示梁所受的均匀横向

载荷强度' 为了简化计算在数值分

析中取功能梯度材料梁的幂指数

B %@'

##根据上述理论推导及求解方法$编写 QE0WED

程序$对梁的挠度变化和应力变化进行了分析和计

算$计算结果典型列举如图 ! 和图 $ 所示'

图 $#功能梯度材料梁中点挠度的变化

N-4;$#:69-6O-2/ 2H,./O.97.H3.,O-2/ 2HO1.NPR.6G

图 $ 所示为梁的中点挠度随载荷参数2

&

的变化

规律$从图中看出当最大挠度小于 %;@ 1 时$线性解

@
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与非线性解几乎是重合的%而当最大挠度大于 %;@#

时$线性解与非线性解开始背离$并且随着载荷强度

2

&

的增大而增大$这时说明几何非线性对挠度计算

结果的影响较大$因此要获得准确的计算结果需要

考虑非线性因素'

图 @ 表示采用不同方法计算所得的梁底面的纵

向应力
%

&

*

的变化' 从图中可以看出考虑非线性影

响的解析解与采用摄动技术所得结果吻合良好$而

线性解与这两者的差异较大$这说明非线性因素对

应力计算的影响较大'

图 @#功能梯度梁底面纵向应力的变化

N-4;@#:69-6O-2/ 2H

%

&

*

632/4

O1.R2OO2GK>9H6,.2HO1.NPR.6G

同时从这两图中明显看出在非线性分析中最大

挠度和正应力的数值均比线性分析中所得的数

值小'

;"结论

在底面横向载荷或热载荷条件下$假定材料属

性根据组分材料的体积分数按幂函数形势变化$首

先采用一阶剪切变形梁理论$推导了功能梯度材料

梁位移和应力变化的平衡方程"温度沿梁厚度方向

的分布通过求解一维热传导方程获得#并求解' 然

后应用非线性应变*位移关系分析了几何非线性对

位移和应力的影响' 最后将理论推导进行了程序编

写$引入功能梯度材料梁的算例进行分析求解$并采

用摄动技术证明了所得解析解的准确性' 从研究结

果来看非线性问题对梁的位移和应力的影响较大$

同时材料常数 B及边界条件也是梁的非线性弯曲的

影响因素之一'

这种方法从理论角度对功能梯度材料梁受非线

性的影响进行了阐述$为高阶剪切变形及层理论的

深入研究提供了理论基础$但是目前此法仅限用于

相同边界条件的梁$而对任意边界条件梁的求解需

要进一步深入探讨'
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C气体分析仪的恒温改进及校标方法


