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定时截尾情形下 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的参数估计及其检验
刘　 华

(荆楚理工学院数理学院ꎬ湖北 荆门 ４４８０００)

摘　 要:在定时截尾情形下ꎬ讨论了 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的形状参数、可靠度和失效率的极大似然估计ꎬ给出了极大似然估计的表达

式ꎬ证明了极大似然估计的相合性和渐进正态性ꎬ并给出它的近似区间估计和假设检验公式ꎬ最后进行了参数估计的数值模

拟ꎮ 结果表明:形状参数的极大似然估计效果良好ꎮ
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０ 引言

Ｂｕｒｒ Ⅻ分布是 Ｂｕｒｒ 在 １９４２ 年研究微分方程

ｄＦ(ｘ)
ｄｘ

＝ Ｆ(ｘ)(１ － Ｆ(ｘ))ｇ(ｘꎬＦ(ｘ)) 引入的一个

函数ꎬ该分布具有偏态、厚尾的特点ꎬ已在质量控

制、保险精算和可靠性等领域得到广泛的应用ꎬ用
它拟合某些产品的寿命分布是比较切合实际的ꎬ因
此受到许多统计学家和学者的广泛关注ꎬ并对其性

质进行了深入的探讨ꎮ 李俊华等[１] 研究了全样本

下 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的形状参数在复合 Ｍｌｉｎｅｘ 下的贝叶

斯估计、Ｅ－贝叶斯估计和多层贝叶斯估计ꎬ并通过

数值模拟说明了形状参数的贝叶斯估计的稳健性

和精确性ꎻ郭红莹[２] 在双边定数截尾样本下ꎬ对

Ｂｕｒｒ Ⅻ分布形状参数在 ｑ －对称熵损失下和复合

Ｌｉｎｅｘ 对称损失下的贝叶斯估计和多层贝叶斯估计ꎻ

刘荣玄[３]基于逐次定数截尾样本下研究了 Ｂｕｒｒ Ⅻ
分布的形状参数和失效率函数在对称熵损失下考

虑不同的先验分布的贝叶斯估计ꎬ结果表明取共轭

先验分布较无信息下先验分布效果好ꎻ季海波[４] 讨

论逐步首失效样本下 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的形状参数在均

方损失和 Ｌｉｎｅｘ 损失下的贝叶斯估计ꎬ模拟结果表

明贝叶斯估计的优越性ꎮ 上述研究参数估计采用

的截尾方式都是第Ⅱ类型的截尾ꎬ第Ⅰ类型的定时

截尾也是研究寿命分布的常用截尾方法ꎮ 文献[５－
９]研究了截尾类型为定时截尾下其他分布的参数

估计问题ꎬ虽然谭玲[１０]研究了定时截尾情形下 Ｂｕｒｒ
Ⅻ分布形状参数的估计ꎬ但是主要研究在熵损失下

形状参数的贝叶斯估计ꎮ 龙兵[１１] 研究了双边定时

截尾样本下形状参数的估计ꎬ主要借助 ＥＭ 算法得

到形状参数的迭代公式和渐进方差ꎮ 本文拟在定

时截尾情形下利用极大似然法给出 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布形
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状参数、可靠度和失效率的估计ꎬ并证明形状参数

的极大似然估计具有相合性和渐进正态性ꎬ然后给

出形状参数、可靠度和失效率的置信区间和检验ꎬ
最后进行了随机模拟ꎮ

１ 极大似然估计及其相合性

１.１ 参数 θ 的极大似然估计

设 Ｘ 为服从 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的随机变量ꎬ其分布函

数 Ｆ(ｘ)和密度函数 ｆ(ｘ)分别为

Ｆ(ｘ) ＝ １ － (１ ＋ ｘα) －θ 　 (ｘ > ０) ꎬ
ｆ(ｘ) ＝ θαｘα－１(１ ＋ ｘα) － (θ ＋ １)(ｘ > ０) ꎬ

式中:α 为刻度参数ꎬ且 α>０ꎻθ 为形状参数ꎬ且 θ>０ꎮ
一些生存函数比如可靠性、平均剩余寿命、平

均寿命失效时间和危险率在许多工程中都是非常

有用的ꎬＢｕｒｒ Ⅻ分布的可靠度 Ｒ(ｘ)和失效率 λ(ｘ)
分别为:

Ｒ(ｘ) ＝ １ － Ｆ(ｘ) ＝ (１ ＋ ｘα) －θ ꎬ

λ(ｘ) ＝ ｆ(ｘ)
１ － Ｆ(ｘ)

＝ (１ ＋ ｘα)
θαｘα－１ ꎮ

定时截尾寿命试验的具体方案为:对 Ｂｕｒｒ Ⅻ分

布总体进行 ｎ 次独立观测ꎬ并到时间 Ｔ０ 时停止ꎬ每
个样本值以概率 ｐ被观测到ꎬ以概率 １ － ｐ缺失 ꎮ 用

( ｚｉꎬδｉꎬβｉ)( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ )表示总体样本值ꎬ其中 ｚｉ
＝ ｍｉｎ Ｔ０ꎬｘｉ{ } ꎬ ｘｉ 表示第 ｉ 个样本的寿命ꎬ令 βｉ ＝
Ｉ ｘｉ≤Ｔ０{ } － Ｉ ｘｉ > Ｔ０{ } ꎬ即当观察到具体的失效时间时

βｉ ＝ １ꎬ否则 βｉ ＝ － １ꎬ并且第 ｉ 个样品观测值缺失时

δｉ ＝ ０ꎬ 否则 δｉ ＝ １ꎮ
参数估计在研究任意分布中都是至关重要的ꎬ

极大似然估计由于其简单直观ꎬ通常是估计任意分

布参数的起点ꎮ 现设 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的刻度参数 α 已

知ꎬ下面求参数 θ 在定时截尾情形下的极大似然估

计ꎬ基于定时截尾情形下的样本观测值为 ( ｚｉꎬδｉꎬ
βｉ) ꎬ其中 ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ ꎬ此时似然函数 Ｌ(θ)为:

Ｌ(θ) ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ ( ｚｉ) Ａｉ(１ － Ｆ( ｚｉ)) Ｂｉ ＝

∏
ｎ

ｉ ＝ １
θαｚα－１ｉ (１ ＋ ｚαｉ )

－θ－１[ ]
Ａｉ (１ ＋ ｚαｉ )

－θ[ ] Ｂｉ ꎬ

式中: Ａｉ ＝ βｉδｉ(βｉδｉ ＋ １) / ２ꎬＢ ｉ ＝ βｉδｉ(βｉδｉ － １) / ２ꎮ

对上述似然函数取对数求导ꎬ并令
∂ｌｎ Ｌ(θ)

∂θ
＝

０ꎬ得:

θ
∧

Ｍ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
(Ａｉ ＋ Ｂ ｉ)ｌｎ(１ ＋ ｚαｉ )

＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
(βｉδｉ ＋ β２

ｉ δ２
ｉ )

２∑
ｎ

ｉ ＝ １
β２
ｉ δ２

ｉ ｌｎ(１ ＋ ｚαｉ )
ꎮ

１.２ 可靠度和失效率的极大似然估计

由极大似然估计的不变性知可靠度和失效率

的极大似然估计可以通过用 θ
∧

Ｍ 替换 １.１ 中可靠度

和失效率表示式中的 θ 得到:

Ｒ
∧

Ｍ ＝ (１ ＋ ｘα) － θ
∧

Ｍ ꎬ

λ
∧

Ｍ ＝ (１ ＋ ｘα)

θ
∧

Ｍαｘα－１
ꎮ

１.３ 参数 θ 的极大似然估计的相合性

定理 １ 　 若 ( ｚｉꎬδｉꎬβｉ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ 是来自

Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的定时截尾样本观测值ꎬ参数 θ 和其极

大似然估计 θ
∧

Ｍ 满足 θ
∧

Ｍ
ａ.ｓ
→ θ ꎮ

证明:由随机变量序列 βｉδｉꎬ１ ≤ ｉ ≤ ｎ{ } 是独

立同分布的且期望存在ꎬ满足强大数定律ꎬ即
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
βｉδｉ

ａ.ｓ
→ Ｅ(βｉδｉ) ꎬ

其中ꎬ Ｅ(βｉδｉ)＝ Ｅ(βｉ)Ｅ(δｉ)＝ ｐ[１ － ２ (１ ＋ Ｔα
０)

－θ] ꎬ
从而

１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
βｉδｉ

ａ.ｓ
→ ｐ[１ － ２ (１ ＋ Ｔα

０)
－θ] ꎬ

而 Ｅ(β２
ｉ δ２

ｉ ) ＝ Ｅ(β２
ｉ )Ｅ(δ２

ｉ ) ＝ ｐ ꎬ Ｅ(β２
ｉ δ２

ｉ ｌｎ(１ ＋

ｚαｉ )) ＝ ｐ
θ
[１ － (１ ＋ Ｔα

０)
－θ] ꎮ

由 Ｓｌｕｓｋｙ 定理可知:

θ
∧

Ｍ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
(βｉδｉ ＋ β２

ｉ δ２
ｉ )

２∑
ｎ

ｉ ＝ １
β２
ｉ δ２

ｉ ｌｎ(１ ＋ ｚαｉ )
＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(βｉδｉ ＋ β２

ｉ δ２
ｉ )

２
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
β２
ｉ δ２

ｉ ｌｎ(１ ＋ ｚαｉ )

ａ.ｓ
→

ｐ[１ － ２ (１ ＋ Ｔα
０)

－θ] ＋ ｐ

２ ｐ
θ
[１ － (１ ＋ Ｔα

０)
－θ]

＝ θ ꎮ

１.４ 参数 θ 的极大似然估计的渐进正态性

引理 １[１２] 　 记 Ｔｎ ＝ (Ｔ１ｎꎬＴ２ｎꎬꎬＴｋｎ) Ｔꎬθ ＝

(θ１ꎬθ２ꎬꎬθｎ) Ｔꎬ ｎ (Ｔｎ － θ)
Ｌ
→ Ｎ(０ꎬ∑) ꎬ

其中 ∑ ＝ (σｉｊ) ｋ×ｋ ꎬ又设 ｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬꎬｔｋ) 存在连续

偏导数ꎬ则当 ｎ → ¥时ꎬ有

ｎ [ｇ(Ｔ１ｎꎬＴ２ｎꎬꎬＴｋｎ) － ｇ(θ１ꎬθ２ꎬꎬθｋ)]
Ｌ
→ Ｎ(０ꎬσ２(θ))ꎬ

９９
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其中 σ２(θ) ＝ ∑∑ ∂ｇ
∂θｉ

∂ｇ
∂θ ｊ

σｉｊ ꎮ

定理 ２ 　 在前述条件和记号下ꎬ ｎ ( θ
∧

Ｍ － θ)
Ｌ
→ Ｎ(０ꎬ θ２

Ｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－θ]
) ꎮ

证明: 令 ｗ ｉ ＝ (βｉδｉꎬβ２
ｉ δ２

ｉ ꎬβ２
ｉ δ２

ｉ ｌｎ(１ ＋ ｚαｉ )) ꎬ则
ｗ ｉꎬｉ ≥ １{ } 为独立同分布随机变量序列ꎬ且 Ｅｗ１ ＝

ｐ[１ － ２ (１ ＋ Ｔα
０)

－θ]ꎬｐꎬ ｐ
θ
[１ － (１ ＋ Ｔα

０)
－θ]æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

令 ∑ ＝ Ｅ(ｗ１ － Ｅ(ｗ１)) (ｗ１ － Ｅ(ｗ１)) Ｔ ＝

(σｉｊ) ３×３ ꎬ由多元中心极限定理知:

ｎ ( １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ － Ｅ(ｗ１))

Ｌ
→ Ｎ(０ꎬ∑) ꎮ

为计算 ∑ ＝ (σｉｊ) ３×３ ꎬ需计算下列期望:

Ｅ(β３
１ ｌｎ(１ ＋ ｚα１)) ＝

Ｅ
ｌｎ(１ ＋ ｘα

１)ꎬｘ１ ≤ Ｔ０

－ ｌｎ(１ ＋ Ｔα
０)ꎬｘ１ > Ｔ０

{æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

∫Ｔ０
０
ｌｎ(１ ＋ ｘα

１)θαｘα－１
１ (１ ＋ ｘα

１)
－θ－１ｄｘ１ ＋

∫¥

Ｔ０
－ ｌｎ(１ ＋ Ｔα

０)θαｘα－１
１ (１ ＋ ｘα

１)
－θ－１ｄｘ１ ＝

１
θ

－ １
θ

(１ ＋ Ｔα
０)

－θ － ２ (１ ＋ Ｔα
０)

－θ ｌｎ(１ ＋ Ｔα
０) ꎬ

Ｅ(β２
１ (ｌｎ(１ ＋ ｚα１)) ２) ＝ Ｅ ｌｎ２(１ ＋ ｚα１)( ) ＝

∫Ｔ０
０

ｌｎ２(１ ＋ ｘα
１)θαｘα－１

１ (１ ＋ ｘα
１)

－θ－１ｄｘ１ ＋

∫¥

Ｔ０
ｌｎ２(１ ＋ Ｔα

０)θαｘα－１
１ (１ ＋ ｘα

１)
－θ－１ｄｘ１ ＝

２
θ
[ １
θ

－ １
θ

(１ ＋ Ｔα
０)

－θ － (１ ＋ Ｔα
０)

－θ ｌｎ(１ ＋ Ｔα
０)] ꎮ

从而 ∑ ＝ (σｉｊ) ３×３ 的每个元素为:

σ１１ ＝ Ｅ(β２
１δ２

１) － Ｅ(β１δ１)[ ] ２ ＝
ｐ － ｐ２[(１ － ２ (１ ＋ Ｔα

０)
－θ] ２ ꎬ

σ１２ ＝ σ２１ ＝ Ｅ(β３
１δ３

１) － Ｅ(β１δ１)Ｅ(β２
１δ２

１) ＝
(ｐ － ｐ２)[(１ － ２ (１ ＋ Ｔα

０)
－θ] ꎬ

σ１３ ＝ σ３１ ＝ Ｅ(β３
１δ３

１ ｌｎ(１ ＋ ｚα１)) －
Ｅ(β１δ１)Ｅ(β２

１δ２
１ ｌｎ(１ ＋ ｚα１))

＝ ｐ[ １
θ

－ １
θ

(１ ＋ Ｔα
０)

－θ － ２ (１ ＋ Ｔα
０)

－θ ｌｎ(１ ＋

Ｔα
０)] － ｐ２

θ
(１ － ２ (１ ＋ Ｔα

０)
－θ)(１ － (１ ＋ Ｔα

０)
－θ) ꎬ

　 σ２２ ＝ Ｅ(β４
１δ４

１) － Ｅ(β２
１δ２

１)[ ] ２ ＝ ｐ － ｐ２ꎬ
σ２３ ＝ σ３２ ＝ Ｅ(β４

１δ４
１ ｌｎ(１ ＋ ｚα１)) －

Ｅ(β２
１δ２

１)Ｅ(β２
１δ２

１ ｌｎ(１ ＋ ｚα１)) ＝ ｐ
θ
[１ － (１ ＋ Ｔα

０)
－θ] －

ｐ２

θ
[１ － (１ ＋ Ｔα

０)
－θ] ꎬ

σ３３ ＝ Ｅ(β４
１δ４

１ [ｌｎ(１ ＋ ｚα１)] ２) －
[Ｅ(β２

１δ２
１ ｌｎ(１ ＋ ｚα１))] ２ ＝

２ｐ
θ
[ １
θ

－ １
θ

(１ ＋ Ｔα
０)

－θ － ２ (１ ＋ Ｔα
０)

－θ ｌｎ(１ ＋

Ｔα
０)] － ｐ２

θ２ [１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－θ] ２ ꎬ

令 ｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３) ＝
ｔ１ ＋ ｔ２
２ｔ３

ꎬ Ｔ１ｎ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
βｉδｉ ꎬ Ｔ２ｎ ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
β２
ｉ δ２

ｉ ꎬ Ｔ３ｎ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
β２
ｉ δ２

ｉ ｌｎ(１ ＋ ｚ２ｉ ) ｔ１ ＝

ｐ[１ － ２ (１ ＋ Ｔα
０)

－θ] ꎬ ｔ２ ＝ ｐ ꎬ ｔ３ ＝ ｐ
θ
[１ －

(１ ＋ Ｔα
０)

－θ] ꎮ

则有 ｇ(Ｔ１ｎꎬＴ２ｎꎬＴ３ｎ) ＝ θ
∧
ꎬｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３) ＝ θꎬ且

θ
∧ ａ.ｓ

→ θ ꎮ

又
∂ｇ
∂ｔ１

＝ １
２ｔ３

ꎬ∂ｇ
∂ｔ２

＝ １
２ｔ３

ꎬ∂ｇ
∂ｔ３

＝ －
ｔ１ ＋ ｔ２
２ｔ２３

＝ － θ
ｔ３

ꎬ由引

理 １ 知:

ｎ ( θ
∧
－ θ) ＝ ｎ

ｇ(Ｔ１ｎꎬＴ２ｎꎬＴ３ｎ) －
ｇ( ｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｌ
→

Ｎ(０ꎬσ２) ꎬ

其中 σ２ ＝ ( ∂ｇ
∂ｔ１

ꎬ ∂ｇ
∂ｔ２

ꎬ ∂ｇ
∂ｔ３

)∑( ∂ｇ
∂ｔ１

ꎬ ∂ｇ
∂ｔ２

ꎬ ∂ｇ
∂ｔ３

) Ｔ ＝

θ２

ｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－θ]
ꎮ

２ 参数区间估计与假设检验

２.１ 参数区间估计

定理 ３　 在前面的记号下ꎬ如果 θ
∧

Ｍ 为 Ｂｕｒｒ Ⅻ分

布参数 θ 的极大似然估计ꎬ对 ０ < γ < １ 时ꎬ则 θ 的

置信水平为 １ － γ 的近似置信区间为:

θ
∧

Ｍ － Ｚ γ
２

θ
∧

Ｍ
２

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]
ꎬ

æ

è

ç
çç

θ
∧

Ｍ ＋ Ｚ γ
２

θ
∧

Ｍ
２

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]

ö

ø

÷
÷÷

证明:由定理 １ 和定理 ２ 的结论: θ
∧

Ｍ
ａ.ｓ
→ θ 和

００１
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ｎ ( θ
∧

Ｍ － θ)
Ｌ
→ Ｎ(０ꎬ θ２

Ｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－θ]
) ꎬ从而

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ] ( θ
∧

Ｍ － θ)

θ
∧

Ｍ

Ｌ
→ Ｎ(０ꎬ１) ꎬ

就有: Ｐ( － Ｚ γ
２
<

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ] ( θ
∧

Ｍ － θ)

θ
∧

Ｍ

< Ｚ γ
２
) ≈ １ － γ ꎬ其中 Ｚ γ

２
为标准正态分布的上分位

点ꎮ 故

Ｐ

θ
∧

Ｍ － Ｚ γ
２

θ
∧

２
Ｍ

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]
< θ < θ

∧

Ｍ

＋ Ｚ γ
２

θ
∧

２
Ｍ

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≈

１ － γ ꎮ
因此 θ 的置信水平为 １ － γ 的置信区间为:

θ
∧

Ｍ － Ｚ γ
２

θ
∧

Ｍ
２

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]
ꎬ

æ

è

ç
çç

θ
∧

Ｍ ＋ Ｚ γ
２

θ
∧

Ｍ
２

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]

ö

ø

÷
÷÷

ꎮ

类似的由于 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的可靠度 Ｒ(ｘ) ＝ (１ ＋

ｘα) －θ 和失效率 λ(ｘ) ＝ １
θαｘα－１ (１ ＋ ｘα) －１ 　 是 θ 的

单调递减的函数ꎬ故有下列定理ꎮ

定理 ４ 　 在前面的条件和记号下ꎬ如果 θ
∧

Ｍ 为
Ｂｕｒｒ Ⅻ分布参数 θ 的极大似然估计ꎬ对 ０ < γ < １
时ꎬ则可靠度的置信水平为 １ － γ 的近似置信区间

为: (１ ＋ ｘα) － θ
∧

Ｕꎬ(１ ＋ ｘα) － θ
∧

Ｌ( ) ꎬ失效率的置信水
平为 １ － γ 的近似置信区间为:

(１ ＋ ｘα)

θ
∧

Ｕαｘα－１
ꎬ(１

＋ ｘα)

θ
∧

Ｌαｘα－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

其中 θ
∧

Ｌ ＝ θ
∧

Ｍ － Ｚ γ
２

θ
∧

２
Ｍ

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]
ꎬθ
∧

Ｕ ＝

θ
∧

Ｍ ＋ Ｚ γ
２

θ
∧

２
Ｍ

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]
ꎮ

２.２ 参数假设检验

１)对于双侧假设检验问题: Ｈ０:θ ＝ θ０↔Ｈ１:θ≠
θ０ꎬ 其中 θ０ 已知ꎬ当 Ｈ０ 为真时ꎬ

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ] ( θ
∧

Ｍ － θ０)

θ
∧

Ｍ

Ｌ
→ Ｎ(０ꎬ１) ꎮ

给定显著水平 γ(０ < γ < １) ꎬ检验的拒绝

域为:
Ｗ１ ＝

(βｉꎬδｉꎬαｉ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ

　 ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ] ( θ
∧

Ｍ － θ０)

θ
∧

Ｍ

≥ Ｚ γ
２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

ꎮ

２)对于左侧假设检验问题:Ｈ０: θ≥ θ０ ↔Ｈ１:
θ<θ０ꎬ 其中 θ０ 已知ꎬ给定显著水平 γ(０ < γ < １) ꎬ
同理可知ꎬ检验的拒绝域为:

Ｗ１ ＝
(βｉꎬδｉꎬαｉ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ] ( θ
∧

Ｍ － θ０)

θ
∧

Ｍ

≤ Ｚγ

ü

þ

ý
ïï

ïï
ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

３)对于右侧假设检验问题: Ｈ０:θ ≤ θ０↔Ｈ１:θ
> θ０ꎬ 其中 θ０ 已知ꎬ给定显著水平 γ(０ < γ < １) ꎬ
同理可知ꎬ检验的拒绝域为:

Ｗ１ ＝
(βｉꎬδｉꎬαｉ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ] ( θ
∧

Ｍ － θ０)

θ
∧

Ｍ

≥ Ｚγ

ü

þ

ý
ïï

ïï

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ꎮ

３ 随机模拟

借助 Ｍａｔｌａｂ 软件用随机模拟的方法产生服从

Ｂｕｒｒ Ⅻ分布的定时截尾样本求形状参数 θ 的极大似

然估计和区间估计的步骤如下:
第 １ 步:定义输入参数ꎮ Ｂｕｒｒ Ⅻ分布变量 Ｘ 的

参数(形状参数 θ ꎬ刻度参数 α ꎬ样本容量 ｎ )ꎻ 定时

截尾的时间为 Ｔ０ꎻ样本被观测到的概率 Ｐ ＝ ０.９ꎬ近
似置信水平为 １ － γ ＝ ０.９５ꎮ

第 ２ 步:由 ０ꎬ１( ) 上均匀分布的样本 Ｕｉ 生成

Ｂｕｒｒ Ⅻ分布随机数样本 Ｘ ｉ ＝ [(１ － Ｕｉ)
－ １

θ － １]
１
α ꎮ

由另一个均匀分布变量 Ｖｉ 生成示性变量 δｉ :当[０ꎬ
１]上随机数 Ｖｉ ≥ ０.１ 时ꎬ定义 δｉ ＝ １ꎬ否则 δｉ ＝ ０ꎻ当
δｉ ＝ １ 时ꎬ若 Ｘ ｉ ≤ Ｔ０ꎬ示性变量 βｉ ＝ １ꎬ否则 βｉ ＝ － １ꎮ
定义 ｚｉ ＝ ｍｉｎ{Ｔ０ꎬｘｉ} ꎮ

１０１
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第 ３ 步:计算参数 θ 的极大似然估计值: θ
∧

＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
(βｉδｉ ＋ β２

ｉ
δ２
ｉ )

２∑
ｎ

ｉ ＝ １
β２

ｉ
δ２
ｉ ｌｎ(１ ＋ ｚαｉ )

ꎮ

第 ４ 步:重复执行第 ２ 步至第 ３ 步ꎮ Ｎ ＝ １ ０００
次ꎬ将所得到的 θ 的 Ｎ 个极大似然估计值的平均值

作为 θ 最终的极大似然估计值 θ
∧

Ｍ ꎬ并计算相对偏差

δ( θ
∧
) ＝

θ － θ
∧

Ｍ

θ
和 ＭＳＥꎮ 同时计算 θ 的置信下限

均值 θ
∧

Ｍ － Ｚ γ
２

θ
∧

Ｍ
２

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]
和下限均值

θ
∧

Ｍ ＋ Ｚ γ
２

θ
∧

Ｍ
２

ｎｐ[１ － (１ ＋ Ｔα
０)

－ θ
∧

Ｍ]
ꎮ

第 ５ 步:对第 ４ 步中产生的 Ｎ 个极大似然估计

值ꎬ计算落在置信区间内的频率ꎮ 模拟结果如表 １

所示ꎮ

表 １　 定时截尾下 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布参数 θ 的估计结果

ｎ α Ｔ０ θ θ
∧

δ( θ
∧
) ＭＳＥ( θ

∧
) θ

∧
的下限均值 θ

∧
的上限均值 覆盖率

５０

０.２ ２ １ １.０１７ ３ ０.０１７ ３ ０.２２１ ６ ０.６１３ １ １.４２１ ５ ０.９３０ ０
１.２ ２ １ １.０１１ ６ ０.０１１ ６ ０.１７９ ３ ０.６５８ ６ １.３６４ ７ ０.９４４ ４
８　 ２ １ １.０２１ ４ ０.０２１ ４ ０.１４７ ５ ０.７２２ ４ １.３２０ ３ ０.９６６ ０
０.２ １０ １ １.０１６ ９ ０.０１６ ９ ０.１８７ ２ ０.６３９ ３ １.３９４ ４ ０.９５０ ０
１.２ １０ １ １.０３０ １ ０.０３０ １ ０.１６１ ０ ０.７２０ ５ １.３３９ ６ ０.９５０ ０
８　 １０ １ １.０１５ ４ ０.０１５ ４ ０.１４４ ３ ０.７１８ ８ １.３１２ １ ０.９６４ ０
０.２ １０ ３ ３.０５３ ４ ０.０１７ ８ ０.４５９ ２ ２.１３５ ７ ３.９７１ ２ ０.９５２ ０
１.２ １０ ３ ３.０５３ １ ０.０１７ ７ ０.４６６ ５ ２.１６１ ０ ３.９４５ ２ ０.９５６ ０
８　 １０ ３ ３.０５７ ６ ０.０１９ ２ ０.４４８ １ ２.１７１ ３ ３.９６３ ９ ０.９６８ ０
０.２ ２ ３ ３.０５５ ６ ０.０１８ ５ ０.４７３ ２ ２.１１７ １ ３.９９６ ３ ０.９５０ ０
１.２ ２ ３ ３.０５８ ６ ０.０１９ ５ ０.４７５ ５ ２.１５３ １ ３.９６４ ２ ０.９４６ ０
８　 ２ ３ ３.０４７ ７ ０.０１５ ９ ０.４４９ ８ ２.１５７ ２ ３.９３８ ２ ０.９４６ ０

１００

０.２ ２ １ ０.９９７ ６ ０.００２ ４ ０.１５０ １ ０.７１５ ５ １.２７９ ７ ０.９４０ ０
１.２ ２ １ １.００９ ８ ０.００９ ８ ０.１２８ ３ ０.７６０ ５ １.２５９ １ ０.９５２ ０
８　 ２ １ １.００６ １ ０.００６ １ ０.１０８ ７ ０.７９７ ８ １.２１４ ３ ０.９５４ ０
０.２ １０ １ １.０１１ ３ ０.０１１ ３ ０.１３５ ０ ０.７４７ ３ １.２７７ ２ ０.９５８ ０
１.２ １０ １ １.００８ ５ ０.００８ ５ ０.１０９ ８ ０.７９３ ９ １.２２３ ２ ０.９４４ ０
８　 １０ １ １.０１１ ６ ０.０１１ ６ ０.０９８ ４ ０.８０２ ６ １.２２０ ６ ０.９６４ ０
０.２ １０ ３ ３.００７ ３ ０.００２ ４ ０.３２９ ７ ２.３８０ ４ ３.６６６ ７ ０.９４８ ０
１.２ １０ ３ ３.０２９ ９ ０.００９ ９ ０.３１４ ０ ２.４０３ ９ ３.６５６ ０ ０.９６０ ０
８　 １０ ３ ３.０１２ ８ ０.００４ ３ ０.３０８ ６ ２.３９０ ４ ３.６３５ ３ ０.９６０ ０
０.２ ２ ３ ３.０３３ １ ０.０１１ ０ ０.３３６ １ ２.３７３ ２ ３.６９３ ０ ０.９５８ ０
１.２ ２ ３ ２.９９７ ９ ０.０００ ７ ０.３１２ ８ ２.３６９ ７ ３.６２６ １ ０.９５６ ０
８　 ２ ３ ３.０１４ ０ ０.００４ ７ ０.３１４ ６ ２.３９１ ３ ３.６３６ ７ ０.９５４ ０

　 　 结果表明 Ｂｕｒｒ Ⅻ分布形状参数的估计值不管

参数 α 和定时截尾 Ｔ０ 如何取值都很接近参数真值ꎬ
并且相对误差和均方误差较小ꎬ说明此估计方法是

可取的ꎮ 随着样本量的增加ꎬ在相同的条件下参数

θ 估计的相对误差和 ＭＳＥ 都在减少ꎬ说明估计的精

度在提高ꎬ也说明了极大似然估计的大样本性质ꎬ
并且参数 θ 的真值介于下限均值与上限均值之间ꎬ
覆盖率很接近置信水平 ０.９５ꎮ
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[１] 　 李俊华ꎬ徐玉华.复合 Ｍｌｉｎｅｘ 损失下 Ｂｕｒｒ 分布参数的 Ｂａｙｅｓ 估计[Ｊ] .统计与决策ꎬ２０１９ꎬ１５:６９－７１.
[２] 　 郭红莹.双边定数截尾下 Ｂｕｒｒ 分布 Ｂａｙｅｓ 估计[Ｊ] .黑龙江大学自然科学学报ꎬ２０１５ꎬ３３(３):７３５－７３９.
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ωＡ１－μＡ３ ωＢ１－μＢ３

μＡ２－ωＡ４ μＢ２－ωＢ４
ꎬ

若以上比例与参数 ωꎬμ 无关ꎬ则式(１３)的直线

族为一族平行直线ꎬ即式(１２)的曲面可看成由一族

平行直线生成ꎬ根据柱面的定义可知式(１２)的曲面

为柱面ꎬ故命题Ⅱ成立ꎮ
例 ３　 证明方程

(ｘ－ｚ) ２＋(ｙ＋ｚ－１) ２ ＝ １ (１５)
表示的曲面为柱面ꎮ

证明:由方程(１５)可知曲面为二次曲面ꎬ并且

此方程可化为以下形式

(ｘ－ｚ)(ｘ－ｚ)－(ｙ＋ｚ)(２－ｙ－ｚ)＝ ０ꎮ
由定理 ４ 可知

Ａ１ ＝Ａ２ ＝ １ꎬＢ１ ＝Ｂ２ ＝ ０ꎬＣ１ ＝Ｃ２ ＝ －１ꎬＡ３ ＝Ａ４ ＝ ０ꎬＢ３ ＝ １ꎬ
Ｂ４ ＝ －１ꎬＣ３ ＝ １ꎬＣ４ ＝ －１ꎮ

对任意不全为零的参数 ωꎬμꎬ
ωＡ１－μＡ３ ωＢ１－μＢ３

μＡ２－ωＡ４ μＢ２－ωＢ４

∶
ωＢ１－μＢ３ ωＣ１－μＣ３

μＢ２－ωＢ４ μＣ２－ωＣ４

∶

ωＣ１－μＣ３ ωＡ１－μＡ３

μＣ２－ωＣ４ μＡ２－ωＡ４

＝ ω －μ
μ ω

∶
－μ －ω－μ
ω －μ＋ω

∶
－ω－μ ω
－μ＋ω μ

＝ １ ∶ １ ∶ (－１)ꎬ
故由定理 ４ 可知原方程表示的曲面为二次曲面ꎮ

４ 结语

柱面和锥面是解析几何中两类比较重要的曲

面ꎬ它们都是直纹曲面ꎮ 本文主要在直纹曲面的框

架下讨论了柱面、锥面方程的求法以及柱面、锥面

的判定ꎬ从而统一了柱面、锥面方程求法ꎬ统一了判

别定理的证明方法ꎬ统一了二次柱面、锥面的判别

形式ꎮ 通过对这些内容的统一ꎬ一方面可以让学生

从较高的角度去把握柱面和锥面的相关内容ꎻ另一

方面也可以为教师节省不少教学时间ꎮ 事实上ꎬ在

具体的教学过程中ꎬ对教材做这样的统一处理ꎬ确

实收到良好的教学效果ꎮ

参考文献:
[１] 　 熊宗洪ꎬ王燕红ꎬ王守财ꎬ等.二次直纹曲面的统一方程及柱面和锥面的判定[Ｊ] .萍乡学院学报ꎬ２０１５ꎬ３２(３):５－７.
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