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摘要:用新的观点研究Banach空间中的算子非紧性测度.Banach空间 X 上的非空有界闭

凸集构成的集族 (X)在通常的集合加法和数乘运算下可赋予范数构成赋范半群;接着利用

序等距映射、格理想和抽象 M 空间等理论,在Banach空间上给出一个齐次算子非紧性测度

的构造定理,并利用此定理证明了具有无限分解的Banach空间,特别地,具有无条件基的

Banach空间上都存在着与 Hausdorff非紧性测度不等价的齐次算子非紧性测度.
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0 引 言

非紧性测度早在1930年由Kuratowski[1]提
出,后来被称为集合非紧性测度或Kuratowski非

紧性测度(记为α):设 X 为度量空间,Q 为X 中

的非空有界集,则α(Q)=inf{ε>0:Q⊂∪
n

i=1
Si,

diam(Si)≤ε,Si⊂X,i=1,2,…,n,n∈NN}.
α可以用来衡量度量空间X 中的非空有界集

与紧集“相距”多远,具有以下的性质(其中A、B
表示X 中的任意非空有界集):

(a)α(A)=0⇔A 是相对紧集;
(b)α(A)=α(A);
(c)A⊂B⇒α(A)≤α(B);
(d)α(A∪B)=max{α(A),α(B)};
进一步,当X 为赋范空间时,α还满足

(e)α(kA)= kα(A),其中kA={x|x=ka,

a∈A},k∈F;
(f)α(A+B)≤α(A)+α(B),其中A+B=

{x=a+b,a∈A,b∈B};
(g)α(coA)=α(A);
(h)α(A+x0)=α(A),∀x0∈X.

1957年,Gokhberg等[2]引入 Hausdorff非

紧性测度β(也称为球非紧性测度):设X 为实值

Banach空间,Q 为X 中非空有界集,有

β(Q)=inf{ε>0:Q⊂∪
n

i=1
B(xi,ri),xi∈X,ri<ε,

i=1,2,…,n,n∈NN}

Goldenstein等[3]进一步研究 Hausdorff非

紧性测度,证明了β也满足上述的性质(a)~(h).
设X 为Banach空间,记 (X)为X 中的全

体非空有界闭集族,在 (X)中定义 Hausdorff
度量,任取A,B∈ (X),令

dH(A,B)=max{sup
a∈A

d(a,B),sup
b∈B

d(A,b)}

则 (X)为一度量空间.
1980年,Bana's[4]给出了非紧性测度核与正

则非紧性测度的定义.2018年,Cheng等[5]给出

了更简洁的定义.
近年 来,一 个 类 似 正 则 非 紧 性 测 度 的 概

念———齐次非紧性测度,由 Mallet-Paret等[6]引

入,Kuratowski非紧性测度和 Hausdorff非紧性

测度都是正则的非紧性测度,也是齐次非紧性测

度.不难发现每个正则非紧性测度μ都具有如下

重要性 质:若(An)为 非 空 递 减 有 界 闭 集 列 且

lim
n→∞

μ(An)=0,则∩
n≤1

An 是一个非空的紧集.

在同一个Banach空间中存在着许多非紧性

测度,自然有这样的问题:这些非紧性测度之间是



否存在着某种关系? 讨论各种非紧性测度之间的

关系成为一个很自然的问题,而同一个Banach空

间中的两个不同的非紧性测度是否等价是一个十

分有趣的问题[6-7].
1972年,Daneš[8]证明了几种常用的非紧性

测度α和β 等价,有下列关系:β(A)≤α(A)≤
2β(A).

在一般的Banach空间中,是否也存在着等价

的非紧性测度呢? 1978年Goebel提出一个这样

的问题:是否所有正则非紧性测度都等价? 十多

年后 该 问 题 由 Bana's给 出 否 定 回 答,1992年

Bana's等[9]证明了在空间 p(X)(1≤p<∞)上存

在着不等价的正则非紧性测度.之后,关于不等价

非紧性测度问题的研究一直没停止过,一些数学

家致力于研究和构造与Hausdorff非紧性测度不

等价的非紧性测度,如文献[10-11]等.2011年

Mallet-Paret等[6]证明了在几类Banach空间中

存在不等价的齐次非紧性测度,他们提出了对

Goebel问题进一步深入的“基本问题”:在哪些

Banach空间中,存在着不等价的齐次非紧性测

度? 作者证明了以下5类Banach空间上存在着

不等价的齐次非紧性测度:(1)Hilbert空间 X;
(2)X= p(Ω,Σ,μ),其中(Ω,Σ,μ)为测度空间;
(3)X= ( ),其中 为某一紧的 Hausdorff空

间;(4)具有Hölder指数0<λ≤1的Hölder连续

函数构成的Banach空间X=C0,λ( ),其中 为

某一紧的 Hausdorff空间;(5)Sobolev空间 X=
m,p(Ω),其中Ω 为RRn中的开子集.

之后,Cheng等[5]对不等价非紧性测度做了

更进一步的研究,回答了 Mallet-Paret等提出的

问题,在Banach空间中给出一个齐次非紧性测度

的构造定理,并证明了每个包含一个具有无限分

解闭子空间的Banach空间,特别地,具有无条件

基序列的Banach空间,都存在不等价的齐次非紧

性测度.
对于一个非紧性测度μ,如果仅考虑这类有

界集{TBX}的测度,其中∀T∈B(X),B(X)表示

X 上的有界线性算子空间,则μ(T)=μ(T(BX))
为算子T 的非紧性测度.是否存在不等价的正则

算子非紧性测度显然是比“是否存在不等价的正

则非紧性测度”这一问题更加困难.因为若存在不

等价的算子非紧性测度则一定存在不等价的非紧

性测度,但尚不知是否有反推关系.

1 Hausdorff算子非紧性测度的构造

先引进赋范半群的概念.
定义1 设 G 是一阿贝尔半群,数域FF∈

{RR,CC},如果算子(x,y)∈(G×G)→x+y∈G 及

算子(α,x)∈(FF×G)→αx∈G 满足对∀λ,μ∈FF
和g,g1,g2∈G 如下条件成立:

(λμ)g=λ(μg)

λ(g1+g2)=λg1+λg2
1g=g
0g=0

则称G 为一个模,如果在模G 上能够赋予一个范

数,则称G 为赋范半群.
设X 为Banach空间,记 (X)(或 )表示X

上所有非空有界闭凸集构成的集族,则有 (X)

⊂ (X)关于集合的加法和数乘构成一子模.对

∀A∈ ,定义

A =sup
a∈A

a

则 · 为 上的范数.这是因为该函数满足对

∀A,B∈ ,k∈FF,下式成立:
(1)A ≥0且满足 A =0⇔A=∅;
(2)kA = k A ;
(3)A􀱇B ≤ A + B
在 上赋予Hausdorff度量dH,则

A =dH({0},A),∀A∈
定义2 设Γ1、Γ2 为两个偏序集,映射f:

Γ1→Γ2,
(i)称f为全保序映射,如果x≥y∈Γ1 当且

仅当f(x)≥f(y)∈Γ2;
(ii)当Γ1、Γ2 是模时,称映射f 是正线性的,

如果f对∀a,b≥0及x,y∈Γ1,有f(ax+by)=
af(x)+bf(y)

对∀A⊂X,记σA 表示A 的支撑函数在对偶

空间单位球BX* 上的限制,即

σA(x*)=sup
a∈A
<x*,a>,∀x*∈BX*

记Ω=BX* 赋予范数拓扑, (Ω)为 X* 上所有连

续且w*下半连续的次线性函数在Ω 上的限制,

Cb(Ω)为Ω 上的有界连续函数赋予上确界范数构

成的Banach空间,则 (Ω)构成Cb(Ω)的一个闭

锥.
构造映射J:(X)→ (Ω),

J(A)=σA,∀A∈ (X) (1)
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集合的包含关系在赋范半群 (X)中构成一个偏

序“≥”:A≥B 当且仅当A⊃B.对映射J,有下面

引理.
引理1[5] 设X 为Banach空间,则
(i)(X)关于Hausdorff度量是完备的;
(ii)J:(X)→ (Ω)为全保序的正线性满等

距映射,即对∀A,B∈ (X),有

 dH(A,B)= J(A)-J(B)≡
max
x*∈Ω

σA(x*)-σB(x*) (2)

除了特别说明外,本文提到 (X)的子半群

(X)(或 )时,通常是指 是一个赋范子半群

且相对于 Hausdorff度量dH 是封闭的.因 是

完备的,因而子半群都是完备的.
定义3 称一个具有偏序的实值Banach空

间X 为Banach格,若满足下列条件:
(i)x≤y⇒x+z≤y+z,∀x,y,z∈X;
(ii)ax≥0,∀x≥0,∀a∈RR+;
(iii)x∨y∈X,x∧y∈X,∀x,y∈X;
(iv)x ≡x∨(-x)≤y∨(-y)≡ y ⇒

x ≤ y
如果X 的子空间Y 满足对∀x,y∈Y,有x∨

y∈Y,则称Y 为Z 的子格.
如果X 的子格Y 满足对∀x∈X,若存在y∈

Y 使得 x < y ,那么x∈Y,则称Y 为X 的格

理想.
由(iv)及

x-y = x∨z-y∨z + x∧z-y∧z ,

∀x,y,z∈X
知格算子依范数连续.

除说明外,总假定实值函数空间 ( )中的

格算子定义为,对∀x,y∈ ( )和k∈ ,有

x(k)∨y(k)=max{x(k),y(k)},

x(k)∧y(k)=min{x(k),y(k)}
对 于 给 定 的 子 半 群 ⊂ ,记 E =

J -J .
引理2[5] 设X 为Banach空间, 的子半群

对∀C,D∈ ,有co{C∪D}∈ ,则空间E
为Banach格.

由 上 述 引 理 知 E =J -J 和 E =

J -J 均为Banach格,有下面引理.
引理3[5] 设 X 为Banach空间,则下列成

立:

(i)E 为E 的一个格理想;
(ii)商空间E/E 为抽象M 空间,从而序等

距于Banach空间 ( )的一个子格,其中 为

某一紧的Hausdorff空间.
(iii)(FQJ) 是一个闭锥且包含在 ( )的

正锥中,其中 Q:E →E/E 为商映射,F:E/

E → ( )为(ii)中的序等距映射.
定义4 设X 为Banach空间,∀T∈B(X),

= (X)为赋范半群 = (X)的子半群.如果

非负实值函数μ : (X)→RR满足对任意非空有

界集B∈ (X),有

μ (B)=inf{r>0:存在K∈ 使得B⊂K+
rBX}<∞

则称函数μ 为 Hausdorff非紧性测度.称函数

μ (T)=μ (T(BX))为Hausdorff算子非紧性测

度,简记成μ(T).
定理 1 设 X 为 Banach空 间,对∀T∈

B(X),μ(T)为Hausdorff算子非紧性测度,则有

μ(T)=μ(T(BX))= T(BX)
􀮨

=
inf
K∈

σT(BX)
-σK (3)

其中 / 的 商 范 数 C
􀮨

定 义 为 C
􀮨

=

inf
D∈

dH(C,D),∀C
􀮨
=C+ .

证明 对 BX ∈ ,令 C=T(BX).不 妨 设

μ(T(BX))=α>0,则对∀ε>0,∃K∈ ,使得

C⊂K+(α+ε)BX.于是

σC(x*)≤σK(x*)+(α+ε)x* ,∀x*∈Ω
从而

C
􀮨

=inf
K∈

σC-σK ≤α+ε

由ε的任意性知

C
􀮨

≤α=μ(T(BX))

另一方面,由 C
􀮨

的定义知,对∀ε>0,存在D
∈ 使得

C
􀮨

+ε>dH(C,D)= σC-σD

因此

σC(x*)≤(C
􀮨

+ε)x* ,∀x*∈Ω
等价地

C⊂D+(C
􀮨

+ε)BX

由ε的任意性知
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μ(T(BX))=μ(C)≤ C
􀮨

设X 为Banach空间, 为 (X)的子半群,
对任意T∈B(X,X),· 表示商空间Cb(Ω)/

E 的商范数,Q:Cb(Ω)→Cb(Ω)/E 为商映射,
下面将得到非性质 的算子 Hausdorff测度μ
的范数表达.

定理2 设X 为Banach空间,BX 为X 上的

单位球,∀T∈B(X,X), 为 (X)的基本子半

群,有

μ(T)=μ(T(BX))= (Q􀳱J)T(BX) (4)

证明 对BX∈ ,令C=T(BX),有
(Q􀳱J)C =inf

a∈E
σC-a ≤inf

D∈
σC-σD

由定理1知

(Q􀳱J)C ≤μ(T(BX))
另一方面,J -J 在E 中稠密,所以对

∀ε>0,存在D,E∈ 满足

(Q􀳱J)C +ε> J(C)-(J(D)-J(E))=
σC-(σD-σE)=
σC+E-σD

由定理1得

σC+E-σD =dH(C􀱇E,D)≥μ (C+E)
又E∈ ,从而

μ (C+E)=μ (C)=μ(T(BX))
因此

(Q􀳱J)C +ε>μ(T(BX))
由ε的任意性有

(Q􀳱J)C ≥μ(T(BX))
即命题得证.

利用定理2和Banach空间中半范数的相关

理论,构造出一个齐次算子非紧性测度.
引理4[5] 设 为紧的 Hausdorff空间,令

Z= ( ),取非零泛函φ∈ ( )*,则下列等价:
(i)φ为正泛函;
(ii)φ在 ( )上是单调不减的;
(iii)φ保持格算子运算;
(iv)φ􀮨: ( )/kerφ→RR是一个序同构映射,

其中对∀x􀮨=x+kerφ,<φ􀮨,x􀮨>=<φ,x>
设X 为Banach空间,任意非空有界集A⊂

X*,则 a A≡ sup
φ∈A∪(-A)

<φ,a>定义了一个半范数.

特别地,当A 分离X 中的点时,a A 定义了一个

范数.此时,称 a A 是由A 生成的半范数.

引理5[5] 设Banach空间X 为某一 ( )
空间,非空集合A⊂∪

λ>0
λ{δk:k∈K},则 ( )上由

A 生成的半范数 a A 满足

x ∨ y A= x A∨ y A,∀x,y∈ ( )
在Banach空间X 中,设J: → 定义见式

(1),令 E =J -J ,E =J -J ,Q:E →
E/E 为商映射.设F 为E /E 到 ( )空间

的序等距嵌入且(FQJ) 包含于 ( )的正锥

中,对给定的正泛函集合A⊂ ( )*,令

μ(T)=μ(T(BX))= F[QJ(T(BX))]A

其中 u A= sup
φ∈A∪(-A)

<φ,u>,∀u∈ ( ).

对任意有界集A⊂∪
λ>0

λ{δk:k∈K},若A 对任

意非零元u∈(FQJ) ,都存在φ∈A 使得<φ,

u>>0,根据文献[11]知μ是一个齐次非紧性测

度,则μ(T)定义了一个齐次算子非紧性测度.其
中δk 为C(K)的估值泛函,即对∀x∈C(K),

δk(x)=x(k).特 别 地,当 A={δk:k∈K}为

BC(K)* 上所有正端点时,· A 即为C(K)上的范

数,由定理2知球算子非紧性测度β可表示为

β(T)= F[QJ(T(BX))]
定理3 设μ(T)为Banach空间 X 上任一

正则算子非紧性测度,∀T∈B(X),β为球算子非

紧性测度,则存在0<M=μ(BX)<∞,使得

μ(T)≤Mβ(T)
证明 因为TBX 为X 上的有界集,令∀ε>

0,r=β(T)+ε,则存在有限个球xk+rBX(k=1,

2,…,n)覆盖TBX,有

 μ(TBX)≤μ(∪
n

k=1
{xk+rBX})=

max
1≤k≤n

μ(xk+rBX)=

rμ(BX)=(β(T)+ε)μ(BX)
由ε的任意性有

μ(T)=μ(T(BX))≤Mβ(T)
定理4 设μ(T)为Banach空间 X 上任一

齐次算子非紧性测度,∀T∈B(X),β为球算子非

紧性测度,则存在0<M<∞,使得

μ(T)≤Mβ(T)
证明 因为μ为X 上的齐次非紧性测度,则

对∀x∈(FQJ)(T(BX))⊂(FQJ) ,函数f(x)=

μ(T)定义了一个正齐次的次可加函数.下面证明

f 是 连 续 的.设 xn→x∈(FQJ)(T(BX))⊂

(FQJ) 且 存 在 (Tn(BX))⊂ 使 得 xn =
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(FQJ)(Tn(BX)).则对∀ε>0,对于充分大的n,

令 C=T(BX),Cn =Tn(BX),有 (FQJ)C+
2ε(FQJ)BX≥(FQJ)(C+2εBX)≥(FQJ)(Cn+
εBX)≥(FQJ)C.

由(FQJ)Cn+ε(FQJ)BX ≥(FQJ)(Cn+
εBX)知,liminf

n
(FQJ)Cn≥(FQJ)C.

另一方面,由于(FQJ)C+2ε(FQJ)BX≥
(FQJ)Cn,limsup

n
(FQJ)Cn≤(FQJ)C.故 有

f(xn)→f(x).由f的连续性、次可加性和正齐次

性可得,存在M>0使得

f(x)≤M x ,∀x∈(FQJ)(T(BX))⊂(FQJ)
上式等价于

μ(T)=μ(T(BX))=f((FQJ)(T(BX)))≤

M (FQJ)(T(BX))=Mβ(T)

2 不等价的算子非紧性测度

证明具有无限分解的Banach空间,特别地,

任一具有无条件基的Banach空间上都存在与球

算子非紧性测度不等价的齐次算子非紧性测度.
与范数的等价性定义一样,非紧性测度的等价性

定义如下:
定义5 设μ、ν为Banach空间X 上的两个

非紧性测度,若存在常数a,b>0,对∀A⊂ (X),
有

aμ(A)≤ν(A)≤bμ(A)
则称非紧性测度μ与ν等价.

下面给出算子非紧性测度的定义.
定义6 设 X 为Banach空间,BX 为单位

球,B(X)为X 到X 自身的有界线性算子全体,T
∈B(X),若μ 为齐次非紧性测度,则称μ(T)=

μ(T(BX))为齐次算子非紧性测度;若μ为正则非

紧性测度,则称μ(T)=μ(T(BX))为正则算子非

紧性测度.
称一个Banach空间 X 具有(特别地,无条

件)无限分解,如果存在无限维闭子空间 Xn⊂X
使得

X=􀱇nXn={x=∑
n
x(n)∈X:x(n)∈Xn,n∈NN}

且沿􀱇j>nXj 的投影映射Pn:X→􀱇n
j=1Xj 满足

limsup
n

Pn =M<∞(特别地,sup
A⊂NN

PA <∞,其

中对任意集合A⊂NN,PA:X→􀱇n∈AXn 为投影映

射).例如具有无条件基的 Banach空间和空间

p(X)(1≤p≤∞,X 为具有无限分解的Banach
空间)具有无限无条件分解.

定理5 设X 为具有无限分解的Banach空

间,则X 上存在与球算子非紧性测度不等价的齐

次算子非紧性测度,映射J:(X)→ (Ω)定义如

定义1,映射Q:E →E/E 为商映射.
证明 先证X 为具有(特别地,无条件)无限

分解时,E (X)中存在(特别地,无条件)标准基序

列.设Xn 为无限维闭子空间满足X=􀱇nXn 且

sup
n∈NN

Pn ≡M<∞.注意到

X*=􀱇nX*
n =􀱇n{x*􀳱Pn:x*∈X*}

其中Pn 为从X 沿着􀱇j>nXj 到􀱇n
j=1Xj 的投影映

射.对∀A⊂X,用σA 表示A 的支撑函数定义在

X*上,即σA(x*)=sup
a∈A
<x*,a>,∀x*∈X*.

令BX 表 示 空 间 X 的 闭 单 位 球,σn 表 示

PnBX 的支撑函数,即对任意x*∈X*,σn(x*)=
σPnBX

(x*)≡ sup
x∈PnBX

<x*,x>.下证(σn)为E 中的

基 序 列.由 于 对 任 意 x* ∈X*,σn (x* )=
x*|PnBX

,故

a= σn = sup
x*∈BX*

<σn,x*>=

sup
x*∈BX*

sup
x∈BX

<Pnx,x*>=

sup
x*∈BX*

sup
x∈BX

<x,P*
nx*>=

sup
x*∈BX*

P*
nx* = P*

n = Pn ≤M (5)

对任意不相交的有限集I,J⊂NN,令E=I∪
J,aE=(ak)k∈E⊂RR.对任意集合T⊂E,令

νT=∑
t∈T

atσt;

Ta+={t∈T:at≥0},Ta-=I\Ta+

则对∀x*∈X*

∑
i∈Ia-

aiσi(x*)≤ ∑
i∈Ia+

aiσi(x*)+∑
i∈Ia-

aiσi(x*)=

νI(x*)≤ ∑
i∈Ia+

aiσi(x*)

因此

νI(x*)≤ [ ∑
i∈Ia+

aiσi(x*)]∨ [- ∑
i∈Ia-

aiσi(x*)]
从而

νI ≤ ∑
i∈Ia+

aiσi ∨ ∑
i∈Ia-

aiσi (6)

另一方面,对∀x*∈X*,
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νE(x*)=νI(x*)+νJ(x*)
则

νE(x*􀳱PEa+
)= ∑

i∈Ia+
aiσi(x*)+ ∑

i∈Ja+
aiσi(x*)

(7)
且

νE(x*􀳱PEa-
)= ∑

i∈Ia-
aiσi(x*)+ ∑

i∈Ja-
aiσi(x*)

(8)
又因为对∀A⊂NN,∀x*∈X*,满足

x*􀳱PA ≤M x*

结合式(6)~(8)可得

 νE ≥ 1M [ ∑
k∈Ea+

akσk ∨ ∑
k∈Ea-

akσk ] =

1
M [ ∑

i∈Ia+
aiσi+∑

j∈Ja+
ajσj ∨

∑
i∈Ia-

aiσi+∑
j∈Ja-

ajσj ] ≥

1
M ( [ ∑

i∈Ia+
aiσi ∨ ∑

i∈Ia-
aiσi ] ∨

[ ∑
j∈Ja+

ajσj ∨ ∑
j∈Ja-

ajσj ] ) ≥

1
M
[νI ∨ νJ ]

由I、J的任意性知(σn)为一基序列,(σn/a)为一

标准基序列,基常数为M.
由(σn)为E =E (X)中的基序列,且基常数

为M,又Xn 为无限维,根据定理2知Xn 中单位

球BXn
的 球 非 紧 性 测 度 值 为 1,从 而 商 映 射

Q:E (X)→E (X)/E (X)将标准基序列(σn/a)

映射成空间QJPnBX 中的基序列(Q(σn/a)),且
基常数为 M.由于dimX=∞,商空间的维数

dim(E/E )=∞,由定理2可知,存在一连续函

数空间 ( )(其中 为某一紧的 Hausdorff空

间)及 一 序 等 距 映 射 F:E/E → ( )使 得

F(E/E )成为 ( )的一个子格,且(FQJ) 包

含在 ( )的正锥中.
令tn=QJPnBX为E /E 中的一个基序列,

令k= tn ,yn=tn/k,则yn 为E /E 中的一个

标准基序列.令zn=Fyn,则由 F 是序等距知

(zn)⊂(FQJ) 为 ( )中的标准基序列.令

(φn)⊂ ( )* 为一有界序列满足

(a)对∀i,j∈NN,<φi,zj>=δij;
(b)存在M>0,使得对∀n∈NN,φn ≤M.

令

D=co[BC(K)∪{±nzn:n∈NN}],

D0={φ∈ ( )*:<φ,d>≤1,d∈D}
下证D 和D0 具有如下性质:

(i)D 不包含非平凡的子空间;
(ii)D0 分离 ( )中的点

(i)假设∃x∈D 满足对∀n∈NN,有nx∈D.
存在

xn=bn+∑
mn

j=1
αn,jjzj∈co[BC(K)∪{mzm:m∈NN}]

满足 nx-xn →0;其中bn∈BC(K),mn∈NN,αn,j∈

RR且∑
mn

j=1
αn,j <1.则1n∑

mn

j=1
αn,jjzj→x且有

0← x-xn/n ≥1M
<φi,x-xn/n>=

1
M
<φi,x-bn/n>-(1/n)αn,ji (9)

因此x∈Z≡span(zn)且对∀i∈NN,有<φi,x>=0.
又由(zn)为Z的基可得x=0.

(ii)对于给定的0≠x∈ ( ),由(i)中证明

可知存在n∈NN使得z≡nx∉D,根据凸集的分离

定理知,∃φ∈ ( )*使得1≥<φ,z>>sup
d∈D
<φ,d>

≥ φ >0.
记 ( )+为 ( )中的正泛函,令A=D0∩

( )+,对 x ∈ ( ),定 义 x A =
sup

φ∈A∪(-A)
<φ,x>.因为

μ(T)=μ(T(BX))≡ (FQJ)(T(BX))A

定义了一个齐次的算子非紧性测度μ(T).由zn=

Fyn=(FQJ)(1kPnBX ),知

β(1kPn )= (FQJ)(1kPnBX ) = zn =1

所以对∀n∈NN,有

μ(1kPn )= (FQJ)(1kPnBX ) A
= zn A=

1
n nzn A≤1n=

1
nβ

1
kPn

æ

è
ç

ö

ø
÷

因而μ(1kPn ) 不等价于β(1kPn ) .

□
推论1 每个具有无条件基的Banach空间

(例如,c0 或 p,1≤p<∞)都存在与球算子非紧

性测度不等价的齐次算子非紧性测度.
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3 结 语

本文接续Cheng等[5]的问题进行研究,证明

了一个具有无限分解的Banach空间,特别地,具
有无条件基的Banach空间,都存在着与球算子非

紧性测度不等价的齐次算子非紧性测度.但是否

每个无穷维Banach空间都存在不等价的算子非

紧性测度,至今是一个悬而未决的问题,需进一步

探讨.
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InequivalentmeasureofnoncompactnessofoperatorsinBanachspaces

SHEN Qinrui*

(SchoolofMathematicsandStatistics,MinnanNormalUniversity,Zhangzhou363000,China)

Abstract:AnewpointofviewisusedtostudythemeasureofnoncompactnessofoperatorsinBanach
space.Thefamily (X)ofnonemptyboundedclosedconvexsetsonBanachspaceXcanassignnorms
toformnormedsemigroupsundernormalsetadditionandmultiplicationoperations.Thenthetheories
oforderedequidistantmapping,latticeidealandabstractM-spaceareusedtogiveaconstruction
theoremofmeasureofnoncompactnessofhomogeneousoperatorsinBanachspace.Finallythis
theoremisusedtoprovethateveryBanachspacewithinfinitedecomposition,inparticular,admitting
anunconditionalbasishasameasureofnoncompactnessofhomogeneousoperatorswhichisnot
equivalenttotheHausdorffmeasureofnoncompactnessofoperators.

Keywords:measureofnoncompactness;measureofnoncompactnessofoperators;inequivalent
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