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热荷载下梁基频和热屈曲临界变温优化设计
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摘要:改变梁截面沿轴线的分布可以改变轴向力,提高梁的基频以及梁热屈曲的临界变温.
研究在给定材料体积下,以热荷载作用下梁的基频及屈曲临界变温最大化为目标的优化问

题.对两端固支梁截面尺寸优化的研究表明,受热荷载时,采用优化设计可以使频率目标值提

高更多;随着热荷载的增大,优化的截面积分布形式与最大化屈曲临界荷载的截面积分布形

式更相近;最大化临界变温与最大化轴向力的截面积分布形式非常相似;分析了使轴向力最

小的截面积分布,验证了上述现象.
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0 引 言

工程中的很多承载结构处于温度变化剧烈的

工作环境.当结构的热变形受到外部约束,或结构

各部分温度变化不均匀,将在结构内引起附加的

热应力,并改变结构的频率.当温度荷载增大到一

定值时,结构甚至可能发生热屈曲.热变形、热应

力和热屈曲都可能影响结构的功能,甚至使结构

失效.
国内外已经有大量的结构热响应分析的研

究.文献[1-4]中系统地介绍了一维、二维、三维弹

性体和板壳结构的热应力、热屈曲和热振动的分

析.Tauchert[5]综述了板的热变形、热屈曲和热振

动的解析解.Thornton[6]和邓可顺[7]研究了板壳

和复杂结构的热屈曲问题.航天航空工业对结构

的热性能提出了更高的要求,极大地推动了热结

构分析工作的进展.Thornton[8,9]综述了近40年

的发展情况,李松年[10]介绍了航天领域热结构力

学的应用背景和工作任务,指出该研究是航天领

域中的关键技术之一.
已有的热弹性结构优化研究大部分针对板壳

结构,例如,Krysko等[11]研究了板壳结构的尺寸

优化.Tauchert等[12]以纤维铺设角度为设计变量

研究了复合材料层合板优化设计.Cheu[13]研究了

涡轮盘的形状优化设计.Jansson等[14,15]研究了

金属基纤维增强复合材料的热应力优化设计.Gu
等[16]研究了热和机械荷载作用下的火车车轮和

涡轮发动机轮盘的形状优化.Rodrigues等[17]采

用均匀化方法研究了热弹性结构的拓扑优化.Li
等采用进化算法研究了热荷载作用下的结构拓扑

优化.对结构热屈曲优化设计有:Noor等[18]研究

了复合材料层合板结构的热屈曲灵敏度分析,

Faria等[19,20]讨论了热残余应力作用的复合材料

层合板和圆柱壳结构的优化,Spallino等[21]采用

遗传算法对复合材料层合板进行热屈曲的优化.
本文研究以热荷载作用下梁的基频及热屈曲

临界变温为目标的优化问题.

1 问题描述及有限元分析

1.1 问题描述

考虑两端轴向变形受到限制的固支梁,假设

梁上均匀分布热荷载Δt>0,即梁结构整体处在

均匀的温度场中.由于轴向位移受到约束,随着热

荷载的增大,轴向力增大,梁的自振频率将降低,
当热荷载达到一定值时,梁便发生失稳.当然,如
果减少梁的材料,由热荷载产生的轴向力也就下

降.但是,由于所考虑的梁结构还需要满足其他功



能,例如,梁还受到横向荷载的作用,而梁的横向

挠度受到限制,所以假定梁的材料是给定的.
在有热荷载时,改变沿梁长度方向截面尺寸

的分布,在改变梁的刚度和质量分布的同时,还可

改变梁内的轴向刚度、弯曲刚度和轴向力,这些因

素都导致频率及屈曲临界温度的改变.本文将设

计梁截面沿梁长的分布使梁在热荷载下的基频最

大化,或者使梁的热屈曲临界变温最高.求解优化

问题时,将长为L的梁划分为等长度的Ne个梁单

元,每一段长为ΔL,单元截面积为Ai(i=1,2,
…,Ne).

为了求解这一问题,需要梁截面的横截面积

A 与截面惯性矩I 之间有确定的关系.假设截面

形状为矩形,且截面宽度b和高度h 的比值为定

值,此时

b
h =C, A =b2

C
, I= b4

12C3 = 1
12CA

2

1.2 热荷载下梁的振动与稳定性分析

1.2.1 轴向力求解 为了求解上述问题,首先

要求得由温度变化Δt引起的轴向力P.在温度升

高Δt时,如果梁两端位移不受约束,整个梁的自

由膨胀为αΔtL.在轴向力P 的作用下,全梁缩短

了∫
L

0

P
EA(x)dx

,由此可以求得在温度升高Δt时,

如果梁两端位移受到约束,梁内的轴向力

P = αΔtLE

∫
L

0
A-1(x)dx

(1)

1.2.2 梁弯曲振动和 热 失 稳 的 特 征 问 题 求 解

   得到温度变化Δt时的轴向力P 后,就可求得考虑

轴向力及弯曲的梁单元的几何刚度矩阵.梁单元

的弯曲刚度矩阵、几何刚度矩阵及质量矩阵均可

在教科书中得到,在此基础上,结构弯曲刚度矩阵

Kl、质量矩阵M 及几何刚度矩阵Kg可按常规有限

元法组集,并可以建立热荷载作用下结构的频率

问题:

Kl+Kg-ω2M( )φ =0 (2)
对于热屈曲问题,可归结为求解下式的广义

特征值方程:

Kl+λKg( )φ=0 (3)
其中式(2)中的ω和φ是热振动频率和相应振型,
式(3)中λ和φ是梁的屈曲荷载因子和屈曲模态,
其中最小特征值λ1 即为屈曲临界荷载因子,结构

的热屈曲临界变温Δtcr=λ1Δt.

2 优化列式及灵敏度分析

2.1 优化列式

热荷载作用下梁的振动基频最大化的优化列

式可表示为

find A= (A1 A2 … ANe
)

max ω21

s.t. V =∑
Ne

i=1
Vi =ΔL∑

Ne

i=1
Ai =V; (4)

Amin≤Ai≤Amax,i=1,2,…,Ne

(Kl(A)+Kg(A)-ω2jM(A))φj =0
φT

jM(A)φk =δjk;j≥k,k,j=1,…,J
梁热屈曲临界变温最大化的优化列式可表示为

find A= (A1 A2 … ANe
)

max λ1

s.t. V =∑
Ne

i=1
Vi =ΔL∑

Ne

i=1
Ai =V; (5)

Amin≤Ai≤Amax,i=1,2,…,Ne

(Kl(A)+λjKg(A))φj =0
φT

jKg(A)φk =δjk;j≥k,k,j=1,…,J
其中V 是给定的材料体积用量,φj 为对质量阵(或
几何刚度阵)归一化后的第j阶振型(或屈曲模

态),δjk 是Kronecker符号.在上述优化列式的约

束条件中,只需要求出最低的特征值,但是为了考

虑可能发生的振型切换,求出了多个特征值.
2.2 设计灵敏度分析

为了使热荷载下梁的基频以及屈曲临界变温

最大化,本文采用了梯度类算法,所以需要进行灵

敏度分析.
梁的基频对设计变量Ai 的灵敏度如下:

∂ω21
∂Ai

=φT ∂Kl
∂Ai

+∂Kg

∂Ai
-ω21∂M∂Ai

æ

è
ç

ö

ø
÷φ (6)

屈曲荷载因子对设计变量Ai 的灵敏度如下:
∂λ1
∂Ai

=φT ∂Kl
∂Ai

+λ1∂Kg

∂Ai

æ

è
ç

ö

ø
÷φ (7)

式(6)、(7)中φ分别为归一化后的振动一阶模态

和屈曲一阶模态.
式(2)、(3)中,结构弯曲刚度矩阵Kl和质量

矩阵M 对设计变量的灵敏度求解比较容易,几何

刚度矩阵Kg 的灵敏度可表示为

∂Kg

∂Ai
=
∂∑

Ne

i=1
ki
g( )

∂Ai
=∑

Ne

i=1

∂ki
g

∂Ai
=∑

Ne

i=1∫l
GTG∂P∂Ai

dxæ

è
ç

ö

ø
÷

(8)
其中G为单元位移形函数对节点坐标的灵敏度.这
样,原目标函数对设计变量的灵敏度归结为求单元
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轴向力P对设计变量Ai 的灵敏度.由式(1)可得

∂P
∂Ai

= P2

αΔtNeE
1
A2

i
(9)

利用这些公式就可得到优化问题目标函数的

灵敏度,并利用移动渐近线法(methodofmoving
asymptotes,MMA)求解器进行优化求解.

3 数值算例

运用上面的列式,本文求解了一系列问题,这
里只给出特定尺寸下的一些结果.优化时采用的

梁的结构尺寸参数及材料属性参数如表1所示.

表1 梁的结构尺寸参数及材料属性参数

Tab.1 Structureparametersandmaterialproperty
parametersofbeam

L/m V/m3 C Ne α/℃-1

10 2.5 1 100 2.4×10-5

E/Pa ρ/(kg·m-3) Amin/m2 Amax/m2

0.7×1011 2700 0.15 0.35

3.1 最大化基频设计

(1)没有热荷载作用时

Δt=0℃时,初始均匀设计的基频为26.20
Hz,优 化 后 基 频 提 高 到 34.50 Hz,提 高 了

31.7%.迭代收敛很快,截面积分布示意图见图

1.优化结果中材料大部分分布在靠近约束的两

端,两端端部截面积为上限0.35m2,中间有相当

长的一段梁的截面积均为下限0.15m2.
(2)有热荷载作用时

Δt=100℃时,初始均匀设计由热荷载引起

的轴向力为4.20×107N;结构基频为22.10Hz,
低于无热荷载时的情况.优化后,梁基频提高到

30.10Hz,轴向力降低到3.62×107N.与初始设

计相比优化后频率提高了36.2%,轴向力降低了

0.58×107N.与没有受到热荷载的情形相比,结
构基频提高幅度更大.

Δt=200 ℃时,初始均匀设计的轴向力为

8.40×107N;结构基频为17.10Hz,低于Δt=
100℃时的情况.优化后,梁基频提高到25.10
Hz,轴向力降低到7.55×107N.与初始设计相比

优化后频率提高了46.8%,轴向力降低了0.85×
107N,比Δt=100℃时的情形提高幅度更大.

Δt=300℃时,初始均匀设计的轴向力为1.3
×108N;结构基频为9.38Hz,低于Δt=200℃
时的情况.优化后,梁基频提高到19.72Hz,轴向

力降低到1.1×107N.从表2的数据中可见随着

温度的升高最优频率下降,频率提高量明显.
图2给出Δt为0、100、200、300℃时第一阶

频率的优化迭代历史以及Δt=200℃时优化结果

的截面积分布示意图,发现迭代历史稳定,收敛较

快.从图1中可以看出,与不考虑热荷载作用的结

果相比,有热荷载作用时梁的中间位置会有一段

凸起,而且热荷载越大,分布在中间区域的材料越

多,中间位置的凸起越大.优化截面积的分布除了

直接提高频率,还可以降低轴向力,这可以进一步

提高梁的频率,而且随着热荷载升高,这种优势更

加明显,因此在考虑热荷载的优化结果中频率提

高量更为明显.
3.2 最大化屈曲临界变温设计

均匀梁的屈曲临界变温Δtcr=342.7℃,此
时对应的临界轴向力Pcr=1.44×108N.优化后

屈曲临界变温Δtcr=474.5℃,对应的临界轴向

力Pcr=1.81×108N,相对于初始均匀设计临界

变温提高了38.5%,临界轴向力提高了25.7%.

图1 两端固支梁最大化屈曲临界变温以及不同变温下最大化基频截面积分布

Fig.1 Maximumcriticalbucklingtemperatureandcross-sectionalareadistributionformaximum
fundamentalfrequencyofdifferenttemperatureofclamped-clampedbeam
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表2 目标函数值对比

Tab.2 Comparisonoftheobjectivefunctionvalue

Δt/℃
fb/Hz

均匀设计 优化设计
改进量/%

0 26.20 34.50 31.7
100 22.10 30.10 36.2
200 17.10 25.10 46.8
300 9.38 19.72 110.2

Olhoff(1977)研究了在给定材料体积的条件

下,受到轴向压力柱的失稳临界轴向力最大化的

设计.本文独立地重复计算了 Olhoff的优化结

果,其结果对应的临界轴向力Pcr=1.84×108N,
屈曲临界变温Δtcr=472.3℃,图3给出本文得到

的最大化屈曲临界变温的优化结果和由Olhoff得

到的最大化临界轴向力的截面积分布示意图,两个

结果非常相近.从图3中还可看出最大化临界变温

的截面积分布形式与热荷载下最大化梁的基频的

设计相似,且与热荷载较大时的截面积分布形式更

为接近.

图2 两端固支梁优化设计的结构基频迭代

历史及优化结果截面积分布

Fig.2 Fundamentalfrequencyiterationhistoryof
clamped-clampedbeamandtheoptimization
resultsofcross-sectionalareadistribution

图3 两端固支梁最大化临界轴向力与最大化临界变温的截面积分布

Fig.3 Cross-sectionalareadistributionofmaximumcriticalbucklingtemperatureandtheaxial

pressureofclamped-clampedbeam

4 结果与讨论

从上面的结果可知,当最大化梁的基频时,优
化方法导致的结构频率的改进量,随热荷载的增

大而增大.随着热荷载的增大,最大化频率的梁的

频率逐渐降低(表2),其横截面积的分布和最大

化临界变温的结果愈趋相似(图1).这一现象是

可以理解的,根据受到轴向力的梁的振动理论和

稳定性理论,如果轴向力增大到使得柱的自振频

率为零,柱就发生失稳.结构频率的降低和失稳是

密切相关的.
从图3还可看到,最大化临界轴向力和最大

化临界变温的最优截面积分布非常相似.下面对

这一现象进行分析.为此,先求解在给定热荷载和

材料体积的条件下,使得梁内轴向力最小的最优

截面积分布设计.

由式(2)可以构造给定材料体积,使轴向力最

小化的梁截面积沿梁长的最优分布问题如下:
 Find A(x);0≤x≤L

min P = αΔtLE

∫
L

0
A-1(x)dx

s.t. ∫
L

0
A(x)dx=V;

(10)
 

Amin≤A(x)≤Amax

将其离散化并适当变换后,可改写成

 Find A= (A1 A2 … An)T

min f=-ΔL∑
n

i=1

1
Ai

s.t. ΔL∑
n

i=1
Ai =V;

(11)
 

Amin≤Ai≤Amax
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这一优化问题的可行域是一个由线性约束围

成的凸多面体.目标函数为可分离函数,其二阶导

数矩阵为对角阵:

H(A1,A2,…,An)=-ΔL×diag 2
A3
1
,2
A3
2
,…,2

A3
n{ }

(12)
因此目标函数是凹函数,其最小值在可行凸

多面体的角点上取得.根据这一结论,使轴向力最

小的最优 设 计 的 截 面 积 分 布 为 开 关 型(Bang-
Bang型),即最多除了一个单元外,所有单元的截

面积或取最大值或取最小值,取最大值和最小值

的单元数分别为m 和p 个:

m =int V-AminL
ΔL(Amax-Amin)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (13)

p=int AmaxL-V
ΔL(Amax-Amin)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (14)

其中int(·)表示下取整函数,式(13)、(14)给出

的m与p的和等于n或n-1,如果m+p=n-1,
则梁中一个单元的厚度为(V -mAmax-pAmin)/
ΔL.值得指出的是,这些取最小最大值的截面在

结构内的位置对轴向力没有影响.因此,满足这样

条件的最优解很多,它们的截面积分布可以很不

相同,但在给定的热荷载下都给出相同的轴向力.
对于表1条件的梁,为了使变温产生的轴向

力最小,根据式(13)、(14),选取50个截面积为

0.15m2、50个截面积为0.35m2 的100个单元,
计算不同截面积分布下变温产生的轴向力、使得

结构失稳的临界轴向力以及临界变温,结果如表

3所示.这些不同的设计虽然热荷载产生的轴向

力相同,但是不同的分布形式对应不同的临界轴

向力以及临界变温.

表3 Δt=1℃时,最小轴向力梁的轴向力、临界轴向力和屈曲临界变温

Tab.3 Axialpressure,criticalloadandcriticalthermalbucklingtemperatureofthe
minimumaxialpressurebeam(Δt=1℃)

截面积分布 PΔt/105N Pcr/108N tcr/℃

0.15m2(前50个);0.35m2(后50个) 3.53 0.89 254.80
0.15m2(25个);0.35m2(50个);0.15m2(25个) 3.53 1.30 367.18
0.15m2(25个);0.35m2(25个);0.15m2(25个);0.35m2(25个) 3.53 1.22 346.44
0.35m2(17个);0.15m2(25个);0.35m2(16个);0.15m2(25个);0.35m2(17个) 3.53 1.42 401.91
0.15m2;0.35m2(交替分布) 3.53 0.88 248.12

通过优化梁的截面积分布来最大化梁的临界

变温时,截面积的调整产生两个效果:一是调整轴

向刚度从而降低轴向力,二是调整弯曲刚度从而

提高失稳临界力.由于具有相同轴向力的截面积

分布可以有很多不同的设计,梁最大化临界变温

时,优化结构就必然更多地根据调整弯曲刚度从

而提高失稳临界力的要求决定截面积的分布.因
此,最大化临界轴向力和最大化临界变温的最优

截面积分布相似.

5 结 论

本文在给定梁材料体积条件下对热荷载作用

下梁振动及屈曲特性进行优化设计.文中分别以

梁基频最大化和热屈曲临界变温最大化为目标,研
究了梁结构截面尺寸优化设计问题.在基频最大化

设计中,热荷载的存在对优化结果影响很大,考虑

热荷载时得到的优化结果与无热荷载时的结果差

异很大,从目标函数值的对比上可以看出,考虑热

荷载的情况下优化的效果更明显.在热屈曲临界变

温最大化的优化时,截面积分布形式与文献[22]中
使轴向力最大的最优截面积分布形式相似.本文结

果表明,当结构中存在热荷载时,采用优化的方法

能够有效地提高结构的基频和热屈曲临界温度,而
且如果实际工程中的结构处于热的工作环境中,
对其进行优化设计时必须要考虑热荷载的影响.

研究中发现,当给定梁截面尺寸下限小于某

一值时,优化过程中将出现重特征值问题,在这种

情况下应当采用重特征值问题的优化方法进行优

化求解,这将在后续的工作中进行研究.
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Optimumdesignofbeamunderthermalloadingforfundamentalfrequency
andcriticalthermalbucklingtemperature

CHENG Geng-dong*, YU Na, WANG Bin
(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Changingthedistributionofthebeamcross-sectionscanchangetheaxialpressure,thus
improvefundamentalfrequencyandcriticalthermalbucklingtemperature.Beamunderthermalload
formaximumfundamentalfrequencyandcriticalthermalbucklingtemperatureisoptimizedwithgiven
volumeconstraint.Sizeoptimizationoftheclamped-clampedbeamcross-sectionsshowsthatoptimum
frequencyincreasesmoresignificantlyunderthermalload.Withincreasingthermalload,theoptimum
solutionofmaximumfrequencydesignissimilartothesolutionofmaximumcriticalthermalbuckling
temperaturedesign;theoptimumsolutionofmaximumcriticalthermalbucklingtemperaturedesignis
similartothesolutionofmaximumcriticalforcedesign.Thebeamcross-sectionsdistributionof
minimumaxialpressureisanalyzedandtheabovephenomenaareexplained.

Keywords:thermalbuckling;thermalvibration;fundamentalfrequency;criticalthermalbuckling
temperature
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