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q-对称熵损失函数下Pareto分布参数估计
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摘要:Pareto分布作为一种收入分布有着很重要的现实意义,其形状参数的大小直接影响

收入分布的均衡程度,因此在经济中有着广泛的应用价值.主要研究了q-对称熵损失函数下

Pareto分布形状参数的最小风险同变估计和Bayes估计.通过证明得到,在适当的Γ-先验分

布下,α的Bayes估计都具有统一的形式[cT+d]-1.并且,针对c和d 的各种不同取值情况,

讨论了[cT+d]-1的可容许性和不可容许性,给出了q-对称熵损失函数下参数的最小最大估

计.
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0 引 言

在参数估计问题上,常见的损失函数主要有绝

对值损失、平方损失和0-1损失.近年来随着研究

的深入,熵损失函数引起了人们的注意,并在此基

础上提出了对称熵损失函数及q-对称熵损失函

数.有关各种总体分布下不同损失函数的参数估计

问题的研究很多.王德辉等[1]研究了熵损失函数下

Poisson分布参数倒数的估计问题,得出了熵损失

下,[cT(X)+d]-1形式的一类估计的可容许性和

不可容许性,并给出了可容许估计存在性的充要

条件.文献[2]研究了熵损失函数下参数估计的不

变性和本质完全类,讨论了在熵损失函数下,刻度

参数的可容许估计的不变性及Bayes估计的不变

性.文献[3]研究了在熵损失函数下,巴斯卡分布可

靠度的Bayes估计及其可容许性,并且给出了

Bayes置信下限以及多层Bayes估计的表达式.Ren
等[4]验证了指数分布下绝对值损失、平方损失、

LINEX损失和熵损失的Bayes估计,并证明了在

LINEX损失下的Bayes估计更具有一般性,它包括

了极大似然估计和其他特定情况下的Bayes估计.
但是对于q-对称熵损失函数下Pareto分布参数

的Bayes估计及其他的一些性质尚没有研究.

Pareto分布是 VilfredoPareto将其作为一

种收入分布最先介绍的,在应用统计中有着广泛

的应用,主要用来描述诸如个人收入、城市人口的

容量.此外,自然现象的发生、股票价格的波动、保
险风险等也可以用Pareto分布来描述[5].两参数

Pareto分布的密度函数是

f(x)= αθα

(x+θ)α+1
;α>0,θ>0,x>0

其中α为形状参数,θ为尺度参数,假设α未知,θ已

知.当损失函数为

L(α,δ)= α
δ
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-2;q>0

时,称此函数为q-对称熵损失函数,其中α为待估

的形状参数,δ为其估计量.
本文在前面研究的基础上,重点研究q-对称熵

损失函数下Pareto分布的参数估计问题,给出在q-
对称熵损失函数下Pareto分布的形状参数的最小

风险同变(minimumriskequivariant,MRE)估
计、Bayes估计、最小最大(minimax)估计等问题,
并对这些估计量的可容许性进行讨论和证明.

1 α 的最小风险同变估计和 Bayes
估计

本章将给出q-对称熵损失函数下α的最小风



险同变估计的具体形式,以及任一先验分布下α
的Bayes估计,并证明它们的唯一性.

定理1 设 X1,X2,…,Xn 是来自参数θ 已

知、α未知的 Pareto分布的一组样本,记 X =
(X1 X2 … Xn),Z= (Z1 Z2 … Zn),其
中Zi=Xi/Xn,i=1,2,…,n,n≥2,在q-对称熵

损失函数下,假设δ0(X)是α的同变估计量,且其

风险有限,那么α的 MRE估计量为

δ*(X)=δ0(X)[E1
1
δq
0

Zæ

è
ç

ö

ø
÷ E1(δq

0|Z)]
1/2q

(1)
且在几乎处处相等的意义下是唯一的,其中E1 表

示α=1时的数学期望.
定理2 记X = (X1 X2 … Xn),损失

函数为L(α,δ)= α
δ
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-2(q>0),对任

一先验分布,α的Bayes估计为δB(X)= [E(αq|

X)/E(1αq|X)]1/2q,并且若存在δ',其Bayes风险

R(δ')<+∞,则此Bayes估计是唯一的.
证明 在 q-对 称 熵 损 失 函 数 L(α,δ)=

α
δ
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-2(q>0)下,δ对应的Bayes风险

为

R(δ)=E(L(α,δ))=E(E(L(α,δ)|X))
(2)

要使R(δ)取得最小值,只需E(L(α,δ)|X)几乎

处处达到最小.由于

E(L(α,δ)|X)=E[ ( α
δ
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故只需E[ ( α
δ
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-2) X] 取最小值即

可,即1
δqE(αq|X)+δqE 1

αq Xæ

è
ç

ö

ø
÷达到最小,因为δ

非负,所以最小值不会是0或者无穷远点.若δ=

0或δ= ∞,则1δqE(αq|X)+δqE (1αq X ) 就是无

穷大,不可能取得最小值,因此δ不是边界点.对

1
δqE(αq|X)+δqE 1

αq Xæ

è
ç

ö

ø
÷微分,并令其为0,有

qδq-1E 1
αq Zæ

è
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÷-q 1

δq+1E(αq|Z)=0

于是

δB(X)= [E(αq|X)E 1
αq Xæ

è
ç

ö

ø
÷ ]
1/2q

(3)

下面证明在此损失函数下α的Bayes估计是

唯一的,只需证明δB(X)的Bayes风险有限即可.
即 只 需 说 明 R(δB(X)) < +∞. 由 题 设

R(δ'(X))<+∞,又R(δB(X))<R(δ'(X)),所
以R(δB(X))<+∞. □

假设α的先验分布为参数β、γ均已知的Γ-分

布,则α的密度函数为

π(α)= γβ

Γ(β)
αβ-1e-γα;α,β,γ>0 (4)

下面求先验分布为Γ-分布时α的Bayes估计.因
为X1,X2,…,Xn 的联合密度函数为

f(x1,x2,…,xn|α)=αn 1
θn∏

n

i=1
1+xi

θ
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-(α+1)

(5)
所以α的后验分布密度为

π(α|X)= f(x1,x2,…,xn|α)π(α)

∫
+∞

0
f(x1,x2,…,xn|α)π(α)dα

=

[αn 1
θn∏

n

i=1
1+xi

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

-(α+1) γβ

Γ(β)
αβ-1e-γα ]

[∫
+∞
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(αn 1

θn∏
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×

γβ

Γ(β)
αβ-1e-γα )dα] =

(∑
n

i=1
ln1+xi

θ
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÷+γ)

n+β

Γ(n+β)
αn+β-1×

e
-α ∑

n

i=1
ln 1+xi

/θ( )+γ( ) (6)
故α的后验分布也是Γ- 分布,参数为n+β和

∑
n

i=1
ln1+xi

θ
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÷+γ.由定理2得

δB(X)= [E(αq|X)E 1
αq Xæ

è
ç

ö

ø
÷ ]
1/2q

=

é

ë
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∑
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i=1
ln1+xi

θ
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÷+γ

2q(n+β+q-1)…(n+β-q)

ù

û

ú
ú

-1

(7)

取δ'(X)=δB(X),令T=∑
n

i=1
ln1+xi

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷,下面证

明R(δB(X))<+∞.
R(δB(X))=E[L(α,δB(X))]=

E[ ( α
δB(X))

q

+ δB(X)
α

æ

è
ç
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ø
÷

q

-2] =

1
(n+β+q-1)…(n+β-q)

×

E[αq(T+γ)q]+
(n+β+q-1)…(n+β-q)×
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E[ 1
αq(T+γ)q ] -2 (8)

下 面 只 需 证 明 E[αq(T + γ)q] <+ ∞,

E[ 1
αq(T+γ)q ] <+∞ 即可.

首先证明统计量T服从Γ-分布.因为X的密

度函 数 为 f(x)= α
θ 1+x

θ
æ

è
ç
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ø
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-(α+1)

,令 Y =

ln1+X
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷,那么Y 的分布密度函数为g(y)=

αe-αy,Y 服从参数为α的指数分布.所以统计量T
服从参数为n、α的Γ-分布,(T,α)的联合密度函

数为f(T,α)= αn

Γ(n)t
n-1e-αt γβ

Γ(β)
αβ-1e-γα,从而

 E 1
αq(T+γ)q
æ

è
ç

ö

ø
÷≤E 1

αqTq
æ

è
ç

ö

ø
÷=

∫
+∞

0∫
+∞

0
(1αq
1
tq

αn

Γ(n)×

tn-1e-αt γβ

Γ(β)
αβ-1e-γα )dtdα=

γβΓ(n-q)
Γ(n)Γ(β)

Γ(β)
γβ =

Γ(n-q)
Γ(n) <+∞

根据Cr 不等式有

E[αq(T+γ)q]≤Cr(E(αT)q+E(αγ)q)=

Cr∫
+∞

0∫
+∞

0
(αqtq αn

Γ(n)t
n-1e-αt×

γβ

Γ(β)
αβ-1e-γα )dtdα+

Cr∫
+∞

0
αqγq γβ

Γ(β)
αβ-1e-γαdα=

Cr
Γ(n+q)
Γ(n) +Cr

Γ(q+β)
Γ(β)

<+∞

其中

Cr =
1; 0≤r≤1
2r-1;r>1{

因此R(δB(X))<+∞,所以这个Bayes解是唯

一的.

2 α的形如[cT+d]-1估计类的可容

许性

由上章的结论可看出,在适当的Γ-先验分布

下,α的Bayes估计具有统一的形式 [cT +d]-1.
而[cT+d]-1 的可容许性和不可容许性显然与c
和d的取值有关.下面分别就c和d的不同取值情

况进行讨论.以下记

T =∑
n

i=1
ln1+xi

θ
æ

è
ç
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ø
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c* =1/
2q(n+q-1)…(n-q)

其中n>q.
定理3 当0≤c<c*,d>0时,估计量

[cT+d]-1 是可容许的.

证明 在损失函数L(α,δ)= α
δ
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-2(q>0)下,已经证明了α有唯一的Bayes解

δB(X)= [ T+γ
2q(n+β+q-1)…(n+β-q)

]
-1
,

此时α的先验分布密度为

π(α)= γβ

Γ(β)
αβ-1e-γα;β>0,γ>0 (9)

令

c= 1
2q(n+β+q-1)…(n+β-q)

d= γ
2q(n+β+q-1)…(n+β-q)

则一定存在这样的β>0,γ>0,满足0<c<c*,

d>0.
此时估计量[cT +d]-1 是可容许的.如果存

在另一个估计δ(X)好于δB(X),则一定有δ(X)
对应的风险小于等于δB(X)对应的风险,即风险

R(δ(X))≤R(δB(X)),而δB(X)是风险最小且唯

一的,所以如果R(δB(X))<+∞,则产生矛盾.也就

是说δB(X)是可容许的.前面证明了R(δB(X))<
+∞,从而δB(X)是可容许的.故当0<c<c*,

d>0时,估计量[cT+d]-1 是可容许的.
当c=0,d>0,估计量为常值1/d.如果此估

计量是不可容许的,则必存在某一估计量δ1(X)
好于1/d,即对所有的α,都有0≤R(α,δ1(X))≤
R(α,1/d),存在某些α使得严格不等式成立.所以

当α=1/d时,有0≤R(1/d,δ1(X))≤R(1/d,

1/d)=0,即R(1/d,δ1(X))=0,由损失函数为

非负的函数可知,L(1/d,δ1(X))=0a.e.,即

δ1(X)=1/da.e..所以当c=0,d>0时,估计量

[cT+d]-1 是可容许的. □
当c=c*,d>0时,利用Blyth引理[6]来证

明[cT+d]-1 是可容许的.在Blyth引理中,要求

风险函数是连续的,下面的引理证明了风险函数

的连续性.
引理1 在q-对称熵损失函数 L(α,δ)=

α
δ
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è
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+ δ
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-2(q>0)下,假定E(|δ|q)<
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+∞,E( 1|δ|q ) <+∞,则风险函数R(α,δ)关于

α是连续的.
定理4 当c=c*,d>0时,估计量[cT +

d]-1 是可容许的.
证明 结合Blyth引理与引理1即可得证.
下面讨论d=0时的情形.
定理5 估计量(c*T)-1 是可容许的.

证明 令Z=
T

2q(n+q-1)…(n-q)
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

,

Y =lnZ.因为T=∑
n

i=1
ln1+xi

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷的密度函数为

αn

Γ(n)t
n-1e-αt,Z= (c*T)-1,所以Z的密度函数为

f(z)= αn

Γ(n)(c*)nz
-n-1e-α/(c*z) (10)

从而Y 的密度函数

p(y)= αn

Γ(n)(c*)ne
-nye-αe-y/c* =

(2q(n+q-1)…(n-q))n
Γ(n) ×

e-n(y-lnα)-2q(n+q-1)…(n-q)e-
(y-lnα) (11)

那么,lnα 是lnZ 的位置参数,同时损失函数

L(α,δ)是δ/α的函数,这时在Z的基础上估计α,
与在Y =lnZ的基础上估计η=lnα是等价的,
损失 函 数 为 L*(η,δ*)= W *(δ* -η),这 里

W *(x)=W(ex).事实上,W(x)=xq+ 1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

q

-

2,W(ex)=eqx +e-qx -2,所以,L*(η,δ*)=
W *(δ* -η)=eq

(δ*-η)+e-q(δ*-η)-2.
对于α在损失函数L(α,δ)下,估计量Z是可

容许的,等价于对于η在损失函数L*(η,δ*)下,
估计量Y 是容许的.对于定理的证明只需验证

Brown引理[7]中的3个条件.这里只验证第1个

条件.
R(η,Y+ci)→R(η,Y)⇔Eη=0[eqY(eqci -1)+

e-qY(e-qci -1)]→0 (12)
其中

Eη=0(eqY)=Eα=1(eqln(
2q(n+q-1)…(n-q)/T))=

Eα=1(
2q(n+q-1)…(n-q)/T)q=

(n+q-1)…(n-q)Γ
(n-q)
Γ(n) =

(n+q-1)…n
(n-1)…(n-q)

同理可证

Eη=0(e-qY)=
(n+q-1)…n
(n-1)…(n-q)

所以有R(η,Y+ci)→R(η,Y)⇔eqci +e-qci -2=
0.从而ci→0(i→+∞).若不然,易证此方程无

解. □
定理6 如果下面的条件之一成立,那么估

计量[cT+d]-1 就是不可容许的.
(1)c<0或者d<0;
(2)0<c≠c*,且d=0;
(3)c > c* 且 d > 0, 这 里 c* =

1
2q(n+q-1)…(n-q)

.

3 α的最小最大估计

这一章将给出损失函数L(α,δ)= α
δ

æ
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+
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-2(q>0)下的一个最小最大估计,在给出

定理之前首先引入一个引理[8].
引理2 在给定的Bayes决策问题中,若α

的一个估计量δ* 的风险函数R(α,δ*)在参数空

间Ω 上为常数ρ*,且存在一个先验分布列 Hk 使

得相应的Bayes估计δk 的Bayes风险满足

lim
k→+∞

RHk
(δk)=ρ* (13)

则δ* 是α的最小最大估计.

定理 7 在损失函数 L(α,δ)= α
δ

æ

è
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÷
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+

δ
α
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q

- 2(q > 0)下, 估 计 量 δ*(X)=

[ T(X)
2q(n+q-1)…(n-q)

]
-1

是α的一个最小最

大估计.
证明 首先证明R(α,δ*)在Ω 上是常数.

R(α,δ*)=E( (αδ* )
q

+ δ*

α
æ

è
ç

ö

ø
÷

q

-2) =

Γ(n+q)
Γ(n) (n+q-1)…(n-q)

+

Γ(n-q) (n+q-1)…(n-q)
Γ(n) -2

(14)
因此R(α,δ*)在Ω上是常数,记为ρ*.取α的先验

分布为Γ-分布,即

πk(α)= γ1/k
Γ(1/k)α

1/k-1e-γα;k,γ>0,α>0

(15)
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则由前面的证明可知

δk(X)= [ T+γ
2q(n+1/k+q-1)…(n+1/k-q)

]
-1

(16)

这里T =∑
n

i=1
ln(1+xi/θ).现在计算估计δk(X)

的Bayes风险.

RHk
(δk)=E α

δk

æ

è
ç

ö

ø
÷

q

+E δk

α
æ

è
ç

ö

ø
÷

q

-2=

Γ(n+q+1/k) [Γ(n+1/k)×

(n+1k +q-1)…(n+1k -q)] +

Γ(n-q+1k
)Γ(n+1k

)×

(n+1k +q-1)…(n+1k -q)-2

(17)
因此,当k→+∞时,RHk

(δk)→ρ*,由引理2即完

成定理的证明. □

4 结 语

鉴于Pareto分布在经济中的广泛应用,本文

研究了q-对称熵损失函数下Pareto分布的形状

参数的最小风险同变估计和Bayes估计.通过证

明给出了在适当的Γ-先验分布下,α的Bayes估

计都具有统一的形式 [cT+d]-1.针对c和d的各

种不同取值情况,又进一步讨论了[cT +d]-1 的

容许性以及参数的最小最大估计问题.
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EstimationofParetodistributionparameter
underq-symmetricentropylossfunction

SONG Li-xin*, WANG Ming-qiu, WANG Xiao-guang

(SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Asanincomedistribution,theParetodistributionhasaveryimportantpracticalvalue.
Theshapeparameterdirectlyaffectsthebalanceoftheincomedistribution,soithasextensive
applicationsineconomy.Basedontheq-symmetricentropylossfunction,the minimum risk
equivariant(MRE)estimationandtheBayesestimationoftheshapeparameterofParetodistribution
arestudied.TheBayesestimationsofαhaveaunifiedform [cT+d]-1 withaproperΓ-prior
distribution.Theadmissibilityandinadmissibilityoftheseestimationswithdifferentvaluesofcandd
arediscussed.Furthermore,basedontheq-symmetricentroylossfunction,theminimaxestimation
oftheparameterisgiven.

Keywords:equivalentestimation;Bayesestimation;minimaxestimation;admissibility
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