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摘要:双指数效用函数是一类典型且被投资者广泛应用的风险厌恶型效用函数.首先应用

投资学中的无差异曲线法理论求出具有该类型效用函数的投资者的最大期望收益,然后根据

Markowitz的均值-方差模型理论推导出投资者的最优组合投资决策方案,给出了相应的组

合投资比例,较好地解决了具有该类型效用函数的投资者的最优投资组合决策问题,最后给

出实例对所得结果予以验证.
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0 引 言

在证券组合投资中,每位投资者都有自己对

所获投资收益满足程度的效用函数,并利用期望

效用最大化原则来选择最优组合,且大部分投资

者是理性的风险厌恶型,他们在追求收益最大化

的同时还希望降低风险.双指数效用函数U =c1

+a1[2-exp(-a2(R-c2))-exp(-a3(R-

c2))](R 表示投资收益,其中ai >0,i=1,2,3)

是一类典型且被投资者广泛应用的风险厌恶型效

用函数,它在组合投资中具有非常重要的地位.

20世纪50年代初,美国金融学家Markowitz
提出的投资组合理论可看成是这类问题的奠基

石.该理论指出:投资者以提高投资收益同时减少

投资风险为目标来确定最优组合.以此他建立了

著名的均值-方差模型[1].

设有n种证券,当前(t=0)价格分别是S10,

S20,…,Sn0,将来某任意时刻(t=T)的价格分别

是S1,S2,…,Sn.记xi=ln(Si/Si0),i=1,2,…,

n,Xn×1 = (x1 x2 … xn)T,其中xi 是第i种

证券从时间t=0到t=T 这段时间的对数收益

率,X 是n 种证券的对数收益率向量.这里S10,

S20,…,Sn0是已知常数,而S1,S2,…,Sn 都是随机

变量,所以x1,x2,…,xn 是随机变量,而X是一个

随机向量,则它的期望和协方差矩阵用符号表示

为

EX = (Ex1 Ex2 … Exn)T =μ
var(X)=E[(X-EX)(X-EX)T]=Σ
设第i种证券的投资比例为ωi,i=1,2,…,n.

记ωn×1 = (ω1 ω2 … ωn)T,en×1 = (1 1 …

1)T,要求投资比例满足条件ωTe=1.投资者对应

于投资比例ω 的投资收益为R =ωTX,R 是一个

随机变量,其期望收益和方差分别为

r=ER =ωTμ, σ2 =var(R)=ωTΣω

Markowitz的均值-方差模型就是考虑下面

的条件极值问题[2]:

(1)指定收益ωTμ=r0下,求ω使风险最小,

即var(ωTX)=ωTΣω 最小;



(2)指定风险ωTΣω =σ20 下,求ω 使收益最

大,即ωTμ最大.
显然两者等价,这里用问题(1)进行研究,归

结为如下规划问题:在ω 满足ωTe=1和ωTμ=
r0 的条件下,求ωTΣω 达到最小值的解.求得其解

为ω* =C-r0B
Δ Σ-1e+r0A-B

Δ Σ-1μ,则ωT
*X对

应的方差σ2* =ωT
*Σω* =1Δ

(Ar20-2Br0+C),投

资学中称上式为投资组合的有效前沿.其中A =
eTΣ-1e,B=eTΣ-1μ=μTΣ-1e,C=μTΣ-1μ,Δ=
AC-B2.

本文应用无差异曲线法先求出具有该类型效

用函数的投资者的最大期望收益,然后根据均值-
方差模型推导投资者的最优组合投资决策方案,

并求相应的组合投资比例.

1 模型建立

由ai>0,i=1,2,3,则双指数效用函数的

一 阶 导 数 U' =a1(a2exp (-a2(R -c2))+
a3exp(-a3(R-c2)))>0,效用递增,且U″=
a1(-a22exp(-a2(R-c2))-a23exp (-a3(R -
c2)))<0,则U 为凸函数,即它是风险厌恶型的.
在通常情况下,若采用双指数效用函数,当投资者

面临一个无穷投资序列时,投资者通过最大化期

望效用来使其回报率最大化.
金融数学理论中已证明并约定投资收益R服

从正态分布N(r,σ2),且r、σ2 如前,则双指数效用

函数的数学期望为

 EU = 1
2πσ∫
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可求得

 EU=(2a1+c1)-a1 [exp(-a2r+a2c2+

a2σ2
2 ) +exp(-a3r+a3c2+a3σ2

2 ) ] (1)

因该效用函数为风险厌恶型,则应用投资学

中的无差异曲线法进行求解.按照无差异曲线的

理论[3~8],双指数效用函数的期望效用EU 是一

无差异曲线族,应用均值-方差模型原理,建立如

下模型:

EU =(2a1+c1)-a1 [exp(-a2r+a2c2+

a2σ2
2 ) +exp(-a3r+a3c2+a3σ2

2 ) ]

σ2 = 1Δ
(Ar2-2Br+C)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

此模型意义为投资者会在组合投资可供选择的有

效前沿里尽量选择使期望效用最大的投资收益,

即最优组合为有效前沿与效用尽可能最大的无差

异曲线的切点.原理如图1所示.

图1 最优组合的选择

Fig.1 Optimalportfolioselection

图1中I1、I2、I3 分别表示效用不同的无差异

曲线(即等效用曲线),向右开口的抛物线表示有

效前沿,即投资者组合投资的有效组合构成的集

合,所以投资者的最优组合即是有效前沿与效用

尽可能最大的无差异曲线的切点.

2 最优决策求解

对上述模型进行分析,将有效前沿σ2 代入期

望效用EU 中,可得

EU = (2a1+c1)-a1 [exp(-a2r+a2c2+
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a2(Ar2-2Br+C)
2Δ ) +exp(-a3r+

a3c2+a3(Ar2-2Br+C)
2Δ ) ] (2)

首先求得该期望效用函数的最大值点,进而

求得最优投资组合比例.

由于 ai > 0,i = 1,2,3,在 区 间 B
A +

Δ
Amax{a2,a3}<

r<B
A + Δ

Amin{a2,a3}
内

 dEUdr =-a1 [exp(-a2r+a2c2+

a22(Ar2-2Br+C)
2Δ ) (-a2+

a22(Ar-B)
Δ ) ] -a1 [exp(-a3r+

a3c2+a23(Ar2-2Br+C)
2Δ ) (-a3+

a23(Ar-B)
Δ ) ] >0

 d
2EU
dr2 =-a1 [exp(-a2r+a2c2+

a22(Ar2-2Br+c)
2Δ ) ] ( (-a2+

a22(Ar-B)
Δ )

2

+a22A
Δ ) -

a1 [exp(-a3r+a3c2+

a23(Ar2-2Br+c)
2Δ ) ] ( (-a3+

a23(Ar-B)
Δ )

2

+a23A
Δ ) <0

则期望效用EU 必有最大值.

令dEU
dr =0,并且整理可得

 exp[-(a2-a3)r+(a2-a3)c2+

(a22-a23)(Ar2-2Br+C)
2Δ ] =

-a3Δ-a23(Ar-B)
a2Δ-a22(Ar-B)

(3)

等式左边须 >0,则a3Δ-a23(Ar-B)
a2Δ-a22(Ar-B)<0

,即

[a3Δ-a23(Ar-B)][a2Δ-a22(Ar-B)]<0
整理得

 A2r2- (2AB+
(a2+a3)ΔA

a2a3 )r+

(a2+a3)ΔB+Δ2
a2a3 +B2 <0 (4)

对二次不等式(4)的解推导可作如下讨论:

(1)当a2>a3时,解位于 B
A + Δ

Aa2<
r<B

A

+ Δ
Aa3

;

(2)当a2<a3时,解位于 B
A + Δ

Aa3<
r<B

A

+ Δ
Aa2

.

综上可得解位于

B
A + Δ

Amax{a2,a3}<
r<B

A + Δ
Amin{a2,a3}

此区间可称为收益的有效区间,这与判定dEU
dr >

0时要求的区间相同.
下面对方程(3)的解作如下讨论:

(a)当a2 >a3 时,式(3)为

exp[-(a2-a3)r+(a2-a3)c2+

(a22-a23)(Ar2-2Br+C)
2Δ ] =

a3Δ-a23(Ar-B)
-a2Δ+a22(Ar-B)

两边取对数整理得

a22-a23
2Δ Ar2- (a2-a3+a22-a23

Δ B )r+

(a2-a3)c2+a22-a23
2Δ C =ln(a3Δ-

a23(Ar-B))-ln(a22(Ar-B)-a2Δ) (5)

先判断方程(5)解的情况,令方程左侧为y1,

右侧为y2,则y1 为开口向上的抛物线,其对称轴

为r= B
A + Δ

A(a2+a3)
.

因r=B
A + Δ

A(a2+a3)<
B
A + Δ

Aa2
,则y1在

B
A + Δ

Aa2 <
r<B

A + Δ
Aa3

内单调递增.

因 y'2 =- a23A
a3Δ-a23(Ar-B) -

a22A
a22(Ar-B)-a2Δ<

0,则y2 在B
A + Δ

Aa2 <
r<

B
A + Δ

Aa3
内单调递减,从而y1 与y2 在区间B

A +
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Δ
Aa2 <

r<B
A + Δ

Aa3
内必有一个交点.如图2所

示.

图2 a2>a3 时根的判定

Fig.2 Determinationoftherootwhena2>a3

(b)当a2 <a3 时,式(3)为

 exp[-(a2-a3)r+(a2-a3)c2+

(a22-a23)(Ar2-2Br+C)
2Δ ] =

a23(Ar-B)-a3Δ
a2Δ-a22(Ar-B)

两边取对数整理得

a22-a23
2Δ Ar2- (a2-a3+a22-a23

Δ B )r+

(a2-a3)c2+a22-a23
2Δ C =ln(a23(Ar-

B)-a3Δ)-ln(a2Δ-a22(Ar-B)) (6)

先判断方程(6)解的情况,令方程左侧为y1,

右侧为y2,则y1 为开口向下的抛物线,其对称轴

为r= B
A + Δ

A(a2+a3)
.

由r=B
A + Δ

A(a2+a3)<
B
A + Δ

Aa2
得,y1在

B
A + Δ

Aa3 <
r<B

A + Δ
Aa2

内单调递减.

因 y'2 = a23A
a23(Ar-B)-a3Δ +

a22A
a2Δ-a22(Ar-B)>0

,则y2 在B
A + Δ

Aa3 <
r<

B
A + Δ

Aa2
内单调递增,从而,y1 与y2 在区间B

A +

Δ
Aa3 <

r<B
A + Δ

Aa2
内必有一个交点.如图3所

示.
综合以上两种情况可知方程(3)在有效区间

B
A + Δ

Amax{a2,a3}<
r<B

A + Δ
Amin{a2,a3}

内一

定有解,但该方程不是常规方程,无法求得其解析

解,因此可应用数值方法进行求解.
(c)当a2 =a3 时,此时效用函数为单指数函

数U =c1 +2a1(1-exp (-a2(x -c2))),

EU = (2a1+c1)- 2a1exp( - a2r - a2c2 +

a22(Ar2-2Br+C)
2Δ )

则当r=-
- -a22B

Δ -a2æ

è
ç

ö

ø
÷

Aa22
Δ

=a2B+Δ
a2A

时,指数

部分最小,进而期望效用EU 最大.

图3 a2<a3 时根的判定

Fig.3 Determinationoftherootwhena2<a3

此类效用函数在其他文献中有过介绍,所以

本文可看作此类问题的一种推广模型.
综合以上3种情况可知,在确定了期望收益

r后,根据均值-方差模型中推出的公式就可求出

最优组合的投资比例.

3 实际应用举例

设有 5 种 证 券,收 益 的 期 望 值 为 μ =
(0.208 0.353 0.262 0.167 0.318)T.

收益率的协方差矩阵

Σ=

2.10 2.21 -2.16 1.62 -2.15

2.21 2.75 -2.46 1.89 -2.47

-2.16 -2.46 2.56 -1.85 2.54

1.62 1.89 -1.85 1.42 -1.88

-2.15 -2.47 2.54 -1.88 2.66

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

其中 根 据 数 据 可 求 得 A = 46.5979,B =
9.6042,C=2.1580,Δ=8.3204.

以下根据两种情况展开应用:
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(a)当a2≠a3 时,不失一般性,取a1=a2=

c1 =c2 =1,a3 =2.
此时效用函数为U =1+[2-exp(-(x-

1))-exp(-2(x-1))],EU =3- [exp (-r+

1 + 46.5979r2-19.2084r+2.1580
16.6408 ) +

exp (-2r+2+46.5979r
2-19.2084r+2.1580
8.3204 ) ],

对此应用无约束非线性规划模型求得最大值点r

=0.3043,则求得

ω= (0.0462 0.3785 0.1563 0.0866 0.3320)T

(b)当a2=a3时,不失一般性,取a1=a2=

a3 =c1 =c2 =1,此时效用函数为单指数函数

U =1+2(1-exp(-(x-1))).因此可求得r=

0.3847,进而求得最优组合的投资比例 ω =
(0.0401 0.7453 0.087 5 - 0.330 7 

0.4574)T.

4 结 论

本文应用无差异曲线法,较好地解决了具有

双指数效用函数的最优组合决策问题,给出了其

组合投资的最优决策,这对组合投资理论研究和

投资者实践操作具有一定的指导意义.
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Abstract:Doubleexponentialutilityfunctionisonekindofrisk-averseutilityfunction,beingclassic
andcomprehensivelyusedbyinvestors.Firstly,non-differencecurvemethodininvestmenttheory
wasusedtocalculatethemaximumexpectedreturnforinvestors.Then,theoptimalportfolio
investmentdecision-makingwasderivatedaccordingtoMarkowitz'smean-variancemodel,andthe
correspondinginvestmentproportionwasgiven.Theoptimalportfolioinvestmentdecision-making
problemwithdoubleexponentialutilityfunctionwassolvedverywell.Atlast,anumericalexample
wasprovidedtoillustratetheproposedmethod.
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