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最小叉熵方法推导期权定价二叉树模型
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摘要:借助最小叉熵方法建立了新模型,即把标的资产(股票)价格看成一个信息系统,根据

以往股票价格的历史信息给出股票价格的一个概率密度作为先验概率密度,然后在当前股票

价格变化的随机变量的矩约束下,用最小叉熵方法来预测nΔt时间点末的股票价格分布最靠

近先验概率的概率密度,从而得到参数p、u、d.新模型直接可用现有非线性规划算法进行求解

或者转化为其对偶形式用无约束优化来求解,计算方便,经济、物理含义明确,有效克服了二叉

树及其演化方法的不足,且不受股票价格变化运动形式限制,是一个统一的模型.与B-S、CRR、

JR、TGR、Wil1、Wil2方法数值比较结果表明,多数情况下新方法收敛速度快,计算稳定.
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0 引 言

二叉树期权定价方法[1](CRR)一直以其理论

基础简单直观、操作简便而著称,因而成为期权定

价数值方法的一个重要分支.随着金融市场以及

期权的不断发展变化,二叉树方法也在相应地调

整改善,以便更好地解决期权定价问题.
Jarrow等[2]为了能更有效地恢复风险中性

概率,依据均值plnu+ (1-p)lnd = (r-

1
2σ

2 )Δt和方差(u-d)2p(1-p)=(eσ
2Δt-1)erΔt

条件,假定p=1/2,可以得出参数p风险中性概

率,其中u为标的资产价格上升的幅度,d为标的

资产价格下降幅度,σ为股票价格波动率,则参数

公式(JR)为

p= 12
,u=e(r-12σ2)Δt+σ Δt

d=e(r-12σ2)Δt-σ Δt

Trigeorgis[3]为了克服二叉树短步长的选取

问题提出了二叉树参数公式(TGR),在已知资产价

格分布的均值和方差的情况下,假设ud=1,可得

p= 12+12
(r-σ2

2 )Δt

σ2Δt+ (r-σ2
2 )(Δt)2

,

u=e
σ2Δt+(r-σ2

2 )2(Δt)2,d=e
- σ2Δt+(r-σ2

2 )2(Δt)2

为了使参数p 有限收敛,Wilmott[4]在1998年提

出了两个二叉树参数模型(Wil1、Wil2),一个约

定ud =1,另一个约定p=1/2;2001年Jabbour
等[5]对标的资产服从离散或连续的布朗运动问

题,针对不同漂移率,构造新的二叉树模型,若其

模型变形,可以包容以前的几类二叉树期权定价

模型,但是他们除了依据标的资产价格分布的均

值方差以外,依然借助了p =1/2或ud =1或

ud =e2rΔt 的条件;而文献[6~8]从二叉树模型

的收敛性出发,依据标的资产分布的矩信息来构

造二叉树参数公式,其中Benjamin等[7]就限定了

期权敲定价K=S0ujdn-j 落在二叉树的最后一层

节点中,并且这个最后一层节点数是奇数.
从上面二叉树的发展历程可以看出,二叉树



期权定价模型的参数p、u、d的求解至今为止,都
要借助于假定的第三方条件,有的时候还会出现

负概率p,而且没有利用标的资产价格的历史信

息,对于不同的标的资产价格分布没有一个统一

的二叉树模型.本文针对这些问题用最小叉熵求

解二叉树参数,主要是借助股票价格历史信息的

一个先验(已知)概率,把nΔt时间点末的股票价

格看成一个资产市场,在股票价格分布的矩信息

约束下,若想求得nΔt时间点末尽可能靠近先验

概率的风险中性概率,可依据叉熵函数[9]极小化

来求得.新模型求解参数p、u、d 时寓意明确,并

且不论股票价格遵循什么分布,都可以用该模型

来求解,因此可以看成是一个统一的模型.

1 期权的二叉树模型参数[1]

本文S0 表示股票的初始价格,S表示股票的

当前价格,K 为期权执行价格,μ为股票的预期收

益率,σ为股票价格波动率,r为无风险利率,T 为

期权有效期.考虑在风险中性市场中,一个不支付

红利股票期权估值问题,就要先计算参数p、u、d.
二叉树图就是指每一个树图节点在下一个时

刻会有两种可能状态,即若现在股票价格为S,经
过Δt时刻则分别以p或1-p的概率机会达到uS
和dS(u>1,0<d<1,d<1+r<u)的价格

状态.由于市场是风险中性的,则Δt时间点末股

票价格的期望值为SerΔt,有

SerΔt =pSu+(1-p)Sd
即

erΔt =pu+(1-p)d (1)

通常假定股票价格S遵循几何布朗运动,即

ΔS=SμΔt+Sσε Δt,其中ε为标准正态分布的

随机数值,因此,在Δt时段内股票价格变化的方

差为

 E[(S+ΔS)2]-[E(S+ΔS)]2 =
S2e2rΔt(eσ

2Δt-1)

得

 S2e2rΔt(eσ
2Δt-1)=pS2u2+(1-p)S2d2-

S2[pu+(1-p)d]2

即

e2rΔt+σ
2Δt =pu2+(1-p)d2 (2)

考虑计算需要,给定ud =1,则联立方程(1)、(2)

可得二叉树参数公式(CRR):

p=e
rΔt-d
u-d

;u=eσ Δt,d=e-σ Δt

但是当σ<r Δt时,可导致上面参数p为负

值,而且ud=1也没有任何实际的经济或物理含

义,因此,研究怎样得到一个有依据且更精确的二

叉树期权定价参数公式是十分必要的.显然,式
(1)、(2)都是关于股票价格矩约束简化形式的描

述,参数p恰巧是关于价格状态的概率分布,那么

在这些约束下的概率分布是什么样的,能不能参

考股票价格的历史信息呢?目前对求尽可能靠近

先验概率的概率分布的最客观无偏估计是最小叉

熵方法,因此,考虑使用最小叉熵方法来客观确定

二叉树期权定价模型的参数p、u、d.

2 最小叉熵方法构造二叉树期权定

价模型参数

在二叉树模型中,nΔt时刻末股票在一定概

率分布下达到未来的价格状态,在信息不完全的

情况下,存在先验概率,可以采用最小叉熵方法来

求最靠近先验概率的概率分布,这是简洁实效的

方法.它强调若想使待求的概率分布在服从已知

信息(约束)的条件下,尽可能地靠近一个先验概

率的概率分布,则必须令叉熵函数极小化.本文是

在已知股票价格变化的历史信息下,依据股票价

格变化的均值和方差来求二叉树模型的参数,所
以目标函数为股票价格在某个时间点末的概率分

布.最小叉熵方法构造二叉树期权定价模型的方

法,即本文新方法的具体求解思路如下:

首先根据股票价格的历史数据来计算先验概

率q.记Sh,h=-1,-2,…,-H 为S0前H 时刻

的股票价格,根据二叉树的变化规律有

q1u1S-H +(1-q1)d1S-H =S-H+1

q21u21S-H + q1(1 - q1)u1d1S-H + (1 -

q1)2d21S-H =S-H+2

q31u31S-H +q21(1-q1)u21d1S-H +q1(1-

q1)2u1d21S-H +(1-q1)3d31S-H =S-H+3

由上 面 的 式 子 可 以 得 出q1、u1、d1,然 后 计 算

qu1S-H +(1-q)d1S-H =erΔtS-H,可以求得先验

概率q.
其次,用最小叉熵方法求最靠近q的二叉树
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期权定价的参数,具体模型为

minplnp
q +(1-p)ln1-p

1-q
s.t.pu+(1-p)d=erΔt

pu2+(1-p)d2 =e2rΔt+σ
2Δt

u>1 (3)

0<d<1
0≤p≤1

在式(3)中,未知变量是p、u、d,已知变量是

r、σ、Δt、q,目标函数表示股票价格在未来某个时

间点末最靠近先验概率的未来价格状态的概率分

布;约束1和2为根据无套利和风险中性条件表

示未来某个时间点股票价格变化描述的一、二阶

矩约束的变化形式;约束3~5分别表示参数u、

d、p在经济现象中的实际含义,故有相应的界限.
式(3)是非线性规划问题,用现有的非线性

规划方法很容易求解,或者可以通过其对偶规划

转化成无约束优化问题也比较好求.另外,由文献

[10、11]知若叉熵函数最小化表达式约束条件

(约束矩)不同,可以对应得出不同的概率分布,

如正态分布、泊松分布等.因此,新模型(3)可以

看成是一个对股票价格遵循多种随机运动形式的

统一求解期权价格的模型.
显然由式(3)求出的参数p 不会为负,并且

p、u、d的求解具有明确的经济和物理含义,没有

出现ud=1或ud=e2rΔt 或p=1/2等这样的强

制条件.
在求得p、u、d之后,求解期权价格的方法同

文献[1].通过式(3)可以求得不支付红利的欧式

和美式期权的价格.对于支付红利或其他奇异期

权的价格可以根据实际条件对式(1)~(3)进行相

应的调整,亦可求出二叉树的参数值,进而可以确

定期权的价格.

3 数值算例

算例1 考虑一个在有效期内不支付红利股

票的欧式看涨期权的估值.假设S0 =100,K =
100,r=0.05,σ=0.3,期权有效期取T=1a.表1
给出了取不同的时间步长Δt=T/n(n=1,5,10,

20,30,50,75,100)时,本文新方法与B-S、CRR、

JR、TGR、Wil1、Wil2方法计算期权价格的结果.

表1 B-S、CRR、JR、TGR、Wil1、Wil2、本文新方法欧式看涨期权定价的比较

Tab.1 TheEuropeancalloptionspricingcomparisonbythemodelsB-S,CRR,JR,

TGR,Wil1,Wil2andthenewmethodinthispaper

n
各模型所计算的期权价格

B-S CRR JR TGR Wil1 Wil2 本文新方法

1 14.23 16.96 17.00 16.97 17.79 17.78 17.782
5 14.23 14.79 14.79 14.79 14.93 14.92 14.921
10 14.23 13.94 14.00 13.94 14.00 14.05 14.051
20 14.23 14.08 14.13 14.09 14.12 14.15 14.153
30 14.23 14.13 14.17 14.13 14.16 14.19 14.185
50 14.23 14.17 14.20 14.17 14.19 14.21 14.207
75 14.23 14.27 14.27 14.27 14.28 14.27 14.274
100 14.23 14.20 14.22 14.20 14.21 14.23 14.218

通过表1可以看出本文新方法不会出现二叉

树参数为负的情况,而且其收敛速度不低于其他

二叉树模型.其在奇(偶)步长n处,相对于其他模

型收敛到B-S公式的速度更快,而且整体计算相

对于其他二叉树模型更稳定.

4 结 论

本文依据股票价格历史信息得出先验概率,

在此先验概率基础上用最小叉熵方法构造了二叉

树期权定价方法中的参数p、u、d,有效地克服了

参数p出现负值的情况,并且每个参数的确定都

有明确的理论依据,数值算例表明新方法具有较

快的收敛速度和较高的计算精度,相对于其他二

叉树期权模型来说计算稳定,但对其在价内价外

期权的定价性能及收敛性分析还有待于进一步研

究讨论.
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Minimumcrossentropyformalism
ofbinomialtreemodelforoptionpricing

LI Ying-hua*1, LI Xing-si2

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:Usingminimumcrossentropyformalism,thenewmodelwasconstructed,whichtakesthe

pricestatesoftheunderlyingasset(stock)asaninformationsystem.Firstly,thepriorprobability
densityfromthehistoricaldataofthestockpricewasgained.Secondly,theprobabilitydensityclosest

tothepriorprobabilityofthestockpricedistributionforthebinomialtreemodelattheendofmoment

nΔtwasderivedbytheminimumcrossentropyformalismunderthemomentsconstraintsofstock

pricechange.Then,theparametersp,u,d weregained.Thenew modelisnotonlyeasyin

calculatingbecauseofbeingsolvedbytheexistingnonlinearprogrammingalgorithm ornon-

constrainedoptimizationthroughitsdualproblem,butalsohascleareconomicalandphysical

meaning.Thenewonetacklesthedrawbacksofthebinomialmodelanditsevolution,andisaunified

modelwithoutbeingrestrictedbythetypeofthestockpriceprobabilitydistribution.Finally,

comparedwiththeB-Smodel,CRRmodelandJRmodel,TGRmodel,Wil1model,Wil2model,the

calculationresultsshowthatthenewmethodcanmorerapidlyconvergeinmostcases,andismore

stable.

Keywords:optionpricing;minimumcrossentropyformalism;binomialtreemodelforoptionpricing
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