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摘要:研究网络拓扑结构图星图S4 的交叉数问题.首先构造星图S4 好的画法,得到了S4
交叉数的上界,然后给出了S4 交叉数下界的数学证明,最终得到S4 的交叉数的精确值为8.
同时给出了与其具有同构关系的图S4,3和图A4,3的交叉数.
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0 引 言

图G 的交叉数cr(G)表示在图G 所有的平面

画法中边的交叉点数目的最小值.在图论界中,交
叉数问题具有较为悠久的历史,并且吸引了诸如

Erdös、Guy等著名数学家参与其研究工作[1-2].图
的交叉数是研究图的非平面性的重要度量,在计

算几何学、超大规模集成电路设计,以及计算机科

学理论研究等方面有着广泛的应用[3-4].概括地

讲,计算一个给定图的交叉数是非常困难的.实际

上,确定一个图的交叉数是NP完全问题[5],而在

通常情况下,只能给出图的交叉数的上下界[6-8],
目前仅仅确定了一些具有严格类型的图的交叉

数.对于一个给定图,可以很容易获得一个好的画

法,且很难减少这种画法的交叉点的数目,但是,
想要证明这个画法确实拥有最少的交叉点是非常

困难的.因此,不难发现,仅有较少图族的交叉数

被确定,且确定这些图的交叉数需要较强地依赖

于图本身的结构[9-10].
Star图是一种著名的互联网拓扑结构,其拥

有一些较好的性质[11],如点对称、边对称以及最

大容错性等.n维Star图Sn 在并行计算机的设计

中已经被认为是一个比较理想的多处理器网络的

拓扑结构.本文给出S4 的交叉数为8的数学证

明,并给出与其具有同构关系的S4,3和A4,3的交

叉数.

1 定义与引理的证明

定义1 Star图

n维Star图由 Akers和 Krishnamurthy提

出[12],记作Sn.共有n!个顶点,其顶点集为在集

合{1,2,3,…,n}上的长度为n的序列,标号为n!
个集合{1,2,3,…,n}上的组合变换.顶点i与j有

边相关联,当且仅当i和j的第一位与另外一位不

同.图1所示为Star图S2、S3 和S4.

图1 Sn 的一些画法

Fig.1 SomedrawingsofSn



引理1 令 D 表示图G12 任意一个好的画

法,那么νD(G12)≥2(如图2所示).

图2 图G12的一个好的画法

Fig.2 AgooddrawingofgraphG12

证明 令G*
12 表示G12 在最少删除m 条边后

所形成的最大平面子图,那么,G*
12 有12个顶点,

18-m 条边.再令D*
12 表示G*

12 的一个平面画法,

p表示D*
12中面的个数.对D*

12应用Euler恒等式,

有

12-(18-m)+p=2,p=8-m
由于在G12中,除去3个4-圈外,剩余所有圈的长

度至少为6,那么,计算D*
12中所有面的边的个数,

可以得到如下不等式:

3×4+(8-m-3)×6≤2×(18-m);

4m≥6
可知m≥2,因此νD(G12)≥2.
对于i=1,2,3,令C4i =Cv4i-3v4i-2v4i-1v4iv4i-3.
引理2 令D 表示G12 一个好的画法,并且

至少有一对4-圈相交,那么νD(G12)≥3.
证明 反证法.假设νD(G12)≤2.那么,仅有

一对4-圈相交,不妨设C41、C42 相交.因为νD(G12)

≤2,故所有的4-圈都不自交,并且边v1v9、v3v11、

v6v10 和v8v12 都是干净的,点v1、v3、v6 和v8 必须

落在同一区域的边界上.则边v1v9、v3v11、v6v10 和

v8v12 中至少有一边被交,且使νD(G12)≥3,与假

设矛盾(如图3(a)所示).
引理3 令D 表示G12 一个好的画法,任意

一对4-圈都不相交,并且任意一对4-圈落在由

第3个4-圈划分的同一区域中,那么νD(G12)≥
3.

证明 反证法.假设νD(G12)≤2.
情形1 至少有一个4-圈自交,不妨设C41

自交.不失一般性地,假设边v1v4 与v2v3 相交.因
为 νD(G12)≤ 2, 所 以 两 圈 Cv1v9v10v6v7v2v1

和

Cv3v11v12v8v5v4v3
中至少有一个圈不自交,不妨设

Cv1v9v10v6v7v2v1
不自交.同时,两圈Cv4v3v11v10v9v1v4

和

Cv3v4v5v6v7v2v3
中 至 少 有 一 个 圈 不 自 交,不 妨 设

Cv4v3v11v10v9v1v4
不自交.因为在边集{v12v11,v12v9,

v12v8,v8v7}中 至 少 有 一 边 被 交, 那 么, 圈

Cv3v4v5v6v7v2v3
也不自交.又因为νD(G12)≤2,且路

径Pv5v8v12v11
至多只能被交一次,所以边v8v12只能

落在圈Cv5v4v3v11v10v6v5
的外部,致使边v12v9 和v8v7

同时被交,且νD(G12)≥3,与假设矛盾(如图3(b)

所示).
情形2 所有4-圈都不自交.因为νD(G12)

≤2,不失一般性地,假设边v2v7和v4v5不与圈C41
和C42 相交,两边v2v7 和v4v5 也不相交,并且点v3
和v6 落在圈Cv1v2v7v8v5v4v1

的内部(如图3(c)所

示).因为,任意一对4-圈都不相交,并且任意两

个4-圈落在由第3个4-圈划分的同一区域中,4-
圈C43 必 须 落 在 圈 Cv2v7v6v5v4v3v2

的 内 部 或 者 圈

Cv2v7v6v5v4v3v2
的外部.根据对称性,假设4-圈C4

3 落

在圈Cv2v7v6v5v4v3v2
的外部,那么,边v3v11和v6v10都

被交.因为νD(G12)≤2,所以边v1v9和v8v12都是

干净的.导致两条边v3v11 和v6v10 中至少有一条

边被交两次,νD(G12)≥3,与假设矛盾.

图3 G12的一些画法

Fig.3 SomedrawingsofG12
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2 S4 的交叉数证明

如图4所示,这里给出了一个S4 有8个交叉

点的好的画法.因此,可以得到如下引理.

图4 S4 有8个交叉点的好的画法

Fig.4 AgooddrawingofS4with8crossings

引理4 cr(S4)≤8.
证明S4 的交叉数cr(S4)为8.如图4所示,

对S4 所有点进行重新编号.
对于i=1,2,3,4,令

Ci
S4 =Cv6i-5v6i-4v6i-3v6i-2v6i-1v6iv6i-5

,

Vi
S4 =V(Ci

S4
),

Ei
S4 =E(Ci

S4
),

Ei,j
S4 = {uv:u∈Vi

S4 ∧v∈Vj
S4
},

E'i
S4=Ei

S4∪ ∪
(1≤j≤4)∧j≠i

Ei,j
S4
,

E'i
S4 =E(S4)-E'i

S4

为方便表述,做如下简写:

Ci =Ci
S4
,Vi =Vi

S4
,Ei =Ei

S4
,

Ei,j =Ei,j
S4
,E'i =E'i

S4
,E'i =E'i

S4

由图5可知,[E'i]同胚于G12.
根据引理1、2和3,可以得到:
引理5 对于i=1,2,3,4,
(1)令D 表示[E'i]任意一个好的画法,那么

νD([E'i])≥2.
(2)令D 表示[E'i]一个好的画法,并且至少

有一对6-圈相交,那么νD([E'i])≥3.

(3)令D 表示[E'i]一个好的画法,任意一对

6-圈都不相交,并且任意一对6-圈落在由第3个

6-圈划分的同一区域中,那么νD([E'i])≥3.

图5 [E'i]同胚于G12
Fig.5 [E'i]homeomorphictoG12

引理6 令D表示S4 一个好的画法,并且至

少有3对6-圈相交,那么νD(S4)≥8.
证明 反证法.假设νD(S4)≤7.因为每一

对6-圈相交产生至少两个交叉点,那么现在,只
可能有3对6-圈相交.根据对称性,可分为3种

情形:
情形1 C1 同时与C2、C3 和C4 相交(如图

6(a)所示).根据引理2,νD([E'1])≥2,那么,可
得νD(S4)≥6+2=8,与假设矛盾.

情形2 C1 与C2 相交、C2 与C3 相交、C3 与

C4 相交.根据对称性,不妨设C4 落在C2 的外部

(如图6(b)所示).根据引理2,νD([E'3])≥3,并

且νD([E'2])≥3.因为νD(S4)≤7,所以C2 和C3
都不自交,且 ∪

j=1,2,4
E3,j∪ ∪

j=1,3,4
E2,j 中的所有边都

是干净的,那么,E1,4中任何一条边都不与E2∪E3

中的边相交,并且两个6-圈C1 和C4 中至少有一

个圈不自交,不妨设C1 不自交.那么,E1,4 中至少

有一条边与E1 的边相交,此时C4 必不自交,且

E2,4 中至少有一条边被交,可得νD(S4)≥2+2+
2+1+1=8,与假设矛盾(如图6(c)所示).

情形3 C1与C2和C3相交,且C2和C3也相

交.根据引理2,对于i=1,2,3,有νD([E'i])≥3.
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图6 至少有3对6-圈相交时S4 的一些画法

Fig.6 SomedrawingsofS4whereatleastthreepairsof6-cyclescrosseachother

因为νD(S4)≤7,所以C1、C2和C3都不自交,并且

∪
j=1,2,3

E4,j 中的所有边都是干净的.那么,两条路

径Pv21v20v19v24
和Pv21v22v23v24

中至少有一条不自交,
假设 Pv21v20v19v24

不 自 交,这 将 致 使 边v21v22 和

v24v23 同时被交,与假设矛盾(如图6(d)所示).
引理7 令D表示S4 一个好的画法,有且仅

有两对6-圈相交,那么νD(S4)≥8.
证明 反证法.假设νD(S4)≤7.根据对称

性,可分为两种情形:
情形1 C1同时与C2和C3相交.根据C4的

位置,又可分为两种子情形.
情形1.1 C4 落在C2 和C3 的外部.可区分

为两种可能性,一种为v3 和v6 落在C1 不同的弧

上(如图7(a)所示),另一种为v3 和v6 落在C1 同

一段 弧 上 (如 图 7(b)所 示).根 据 引 理 2,

νD([E'1])≥3,因为νD(S4)≤7,所以C1 不自交,

∪
j=2,3,4

E1,j中的所有边都是干净的,且E1中的任何

边都不与E2,3∪E2,4∪E3,4 中的边相交.那么,边

v7v14 和v10v17中至少有一条必须落在C1的内部,
假设v7v14必须落在C1的内部.这将导致边v15v19
与E1的边相交,这与E1中的任何边都不与E2,3∪
E2,4∪E3,4 中的边相交相矛盾.

情形1.2 C4 落在 C3(C2)的内部(如图

7(c)、(d)所示).E4,2 中的每一条边与E3 的边至

少相交一次.根据引理2,νD([E'3])≥3,因为

νD(S4)≤7,所以C3 不自交,且E3 中的任何边都

不与E1,2∪E1,4的边相交.那么,点v3和v6必须落

在C3 的内部.E1,2 中至少有一条边与E3 的边相

交,这与E3 中的任何边都不与E1,2∪E1,4 的边相

交相矛盾.
情形2 C1与C2相交、C3和C4相交.根据对

称性,只需要考虑C3和C4落在C1与C2外部的情

况(如图7(e)所示).因为νD(S4)≤7,所以可以

得到:

 νD(E1∪E3∪E1,3)+
νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)+
νD(E2∪E4∪E2,4)+
νD(E2∪E4∪E2,4,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)≤3

不失一般性地,假设

 νD(E1∪E3∪E1,3)+
νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)≤
νD(E2∪E4∪E2,4)+
νD(E2∪E4∪E2,4,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)

那么,可得

 νD(E1∪E3∪E1,3)+
νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)≤1

两个6-圈C1 和C3 中至少有一个不自交,假
设C1 不自交.那么,E1,4 中至少有一条边与E1∪
E3∪E1,3的边相交,这将导致C3不自交,且E3,2中

至少有一条边与E1∪E3∪E1,3 的边相交.这与

νD(E1∪E3∪E1,3)+νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4

∪E3,2∪E3,4)≤1相矛盾(如图7(f)所示).
引理8 令D表示S4 一个好的画法,有且仅

有一对6-圈相交,那么νD(S4)≥8.
证明 反证法.假设νD(S4)≤7,根据对称

性,只需要考虑C3落在C1与C2外部的情况.根据

C4 的位置,可分为3种情形:

情形1 C4 落在C3 的内部(如图8(b)所

示).E4,1 的每一条边至少与E3 的边交一次,E4,2

的每一条边至少与E3 的边交一次.根据引理2,

νD([E'3])≥3,又因为νD(S4)≤7,所以C3 不自

交, ∪
j=1,2,4

E3,j 中的所有边都是干净的.那么,边

v1v13 和v4v16 是干净的.现在,E3,2 中至少有一条

边被交,这与 ∪
j=1,2,4

E3,j 中的所有边都是干净的相

矛盾.
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图7 有且仅有两对6-圈相交时S4 的一些画法

Fig.7 SomedrawingsofS4wherejusttwopairsof6-cyclescrosseachother

情形2 C4 落在C2 的内部,但在C1 的外部

(如图8(c)所示).E4,3的每一条边至少与E2的边

交一 次.根 据 引 理 2,νD([E'2])≥ 3,又 因 为

νD(S4)≤7,所以C2 不自交,E2 中的任何边都不

与E1,3∪E1,4的边相交.那么,点v3和v6必须落在

C2的内部.导致E1,3的一条边至少与E2的边交一

次,这与E2 中的任何边都不与E1,3∪E1,4 的边相

交相矛盾.
情形3 C4 落在C2 和C1 的内部(如图8(d)

所示).E4,3 的每一条边至少与E1 的边交一次,且

与E2 的边交一次.根据引理2,νD([E'4])≥3,又
因为νD(S4)≤7,所以C4不自交,∪

j=1,2
E4,j 中的所

有边都是干净的.那么,边v21v3 和v24v6 都是干净

的.现在,E4,2中至少有一条边被交,这与 ∪
j=1,2

E4,j

中的所有边都是干净的相矛盾.
情形4 C4 落在C1、C2 和C3 的外部.因为

νD(S4)≤7,所以可以得到

 νD(E1∪E3∪E1,3)+
νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)+
νD(E2∪E4∪E2,4)+
νD(E2∪E4∪E2,4,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)≤5

不失一般性地,假设

 νD(E1∪E3∪E1,3)+
νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)≤
νD(E2∪E4∪E2,4)+
νD(E2∪E4∪E2,4,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)

那么,可得

 νD(E1∪E3∪E1,3)+
νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)≤2

情形4.1 C3 不自交(如图8(e)所示).E3,2

中至少有一条边与E1∪E3∪E1,3的边相交,且E3,4

中至少有一条边与E1∪E3∪E1,3的边相交.那么,

C1 不自交,并且E1,4中至少有一条边与E1∪E3∪
E1,3 的边相交,这与

 νD(E1∪E3∪E1,3)+
νD(E1∪E3∪E1,3,E1,2∪E1,4∪E3,2∪E3,4)≤2
相矛盾.

情形4.2 C3 自交.
情形4.2.1 C1 不自交.E1,4 中至少有一条

边与E1∪E3∪E1,3的边相交.因此,E3,2∪E3,4中的

任何边不能与E1∪E3∪E1,3的边相交.那么,如图

8(f)所示,E1,4 的两条边总共至少被交3次.根据

引理2,νD([E'1])≥3,那么,可得νD(S4)≥3+2

+3=8,与假设矛盾.
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图8 只有一对6-圈相交时S4 的一些画法

Fig.8 SomedrawingsofS4wherejustonepairof6-cyclescrosseachother

情形4.2.2 C1 自交.E1,4∪E3,2∪E3,4 中的

任何一条边不能与E1∪E3∪E1,3的边相交.那么,
如图8(g)所示,E1,4 中每条边至少与E2∪E2,3 的

边相交一次.根据引理2,νD([E'1])≥3,那么,可
得νD(S4)≥1+2+2+3=8,与假设矛盾.

引理9 令D表示S4 一个好的画法,任何一

对6-圈都不相交,那么νD(S4)≥8.
证明 反证法.假设νD(S4)≤7,令

 C'1 =Cv1v13v18v22v21v6v1
,C'3 =Cv2v8v9v23v24v3v2

,

C'2 =Cv12v20v19v15v14v7v12
,C'4 =Cv11v10v17v16v4v5v11

,

C*
1 =Cv1v2v8v7v14v13v1

,C*
3 =Cv6v5v11v12v20v21v6

,

C*
2 =Cv16v15v19v24v3v4v16

,C*
4 =Cv17v10v9v23v22v18v17

对于i=1,2,3,4,令 E'i = E(C'i),E*
i =

E(C*
i )(如图9所示).
因为νD(S4)≤7,根据引理3~5,可知v1v2

∈E1不与E2∪E3∪E4中的任何边相交,且v1v2∈
E*
1 不与E*

2 ∪E*
3 ∪E*

4 中的任何边相交.因此,

v1v2只可能与边集{v4v5,v7v14}中的边相交,而不

能与E(S4)中其他任何边相交.使用类似的讨论

方法,可以找到,对于E(S4)中的任意一边e,只能

与表1中的两边相交,而不能与E(S4)中其他任

何边相交.
根据对称性,可分为两种情形:
情形1 C2落在C1的内部,且C3和C4落在

C1 的外部.
情形1.1 C4 落在C3 的内部(如图10(a)所

示).E2,4 的每一条边至少与E1 的边交一次,且与

E3的边交一次,E2,3的每一条边至少与E1的边交

一次,E4,1 的每一条边至少与E3 的边交一次.那

么,可得νD(S4)≥4+2+2=8,与假设矛盾.

图9 S4 的3种画法

Fig.9 ThreedrawingsofS4
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表1 只能与Ce 中的两边相交,而不能与E(S4)中其他任何边相交的任意一边e
Tab.1 EachedgeewhichcannotcrossanyedgeofE(S4)excepttwoedgesofCe

e Ce e Ce e Ce

v1v2 {v4v5,v7v14} v1v6 {v3v4,v18v22} v1v13 {v7v8,v21v22}

v2v3 {v5v6,v9v23} v2v8 {v13v14,v23v24} v3v4 {v1v6,v15v19}

v3v24 {v8v9,v15v16} v4v5 {v1v2,v10v17} v4v16 {v10v11,v19v24}

v5v6 {v2v3,v12v20} v5v11 {v16v17,v20v21} v6v21 {v11v12,v13v18}

v7v8 {v1v13,v10v11} v7v12 {v9v10,v15v19} v7v14 {v1v2,v19v20}

v8v9 {v3v24,v11v12} v9v10 {v7v12,v18v22} v9v23 {v2v3,v17v18}

v10v11 {v4v16,v7v8} v10v17 {v4v5,v22v23} v11v12 {v6v21,v8v9}

v12v20 {v5v6,v14v15} v13v14 {v2v8,v16v17} v13v18 {v6v21,v15v16}

v14v15 {v12v20,v17v18} v15v16 {v3v24,v13v18} v15v19 {v3v4,v7v12}

v16v17 {v5v11,v13v14} v17v18 {v9v23,v14v15} v18v22 {v1v6,v9v10}

v19v20 {v7v14,v22v23} v19v24 {v4v16,v21v22} v20v21 {v5v11,v23v24}

v21v22 {v1v13,v19v24} v22v23 {v10v17,v19v20} v23v24 {v2v8,v20v21}

图10 不同情形下S4 的3种画法

Fig.10 ThreedrawingsofS4underdifferentconditions

情形1.2 C4落在C3的外部.E2,3中的每一

条边至少与E1 的边交一次,E2,4 中的每一条边至

少与E1 的边交一次,根据引理2,νD([E'1])≥3,
又因为νD(S4)≤7,所以C1 不自交, ∪

j=2,3,4
E1,j 中

的所有边都是干净的.那么,边v1v13 和v4v16 都是

干净的.现在,E1,4 中至少有一条边被交,这与

∪
j=2,3,4

E1,j 中的所有边都是干净的相矛盾 (如图

10(b)所示).
情形2 任意一个Ci落在其他3个Cj(1≤j

≤4,j≠i)的外部.根据表1,E1,2 中的任意一条

边不与E1∪E2 中的任何边相交,E2,3 中的任意一

条边不与E2∪E3 中的任何边相交,E1,3 中的任意

一条边不与E1∪E3 中的任何边相交.那么,边

v2v3 必须与边v5v6 相交,边v7v8 必须与边v10v11
相交,边v13v14 必须与边v16v17 相交.根据表1,

E1,4 中的任意一条边不与E1∪E4 中的任何边相

交,E2,4 中的任意一条边不与E2∪E4 中的任何边

相交,E3,4 中的任意一条边不与E3∪E4 中的任何

边相交.所以,边v20v21必须与边v23v24相交,这将

导致v9v23 ∈E*
4 与E*

1 的边至少相交一次(如图

10(c)所示),与引理3~5相矛盾.
根据引理1、3、4、5,可以得到

定理1 cr(S4)=8.

3 推 论

前文的论述证明了S4 的交叉数为8,而对于

(n,k)-Star图和Arrangement图,因为S4,3≅S4
以及A4,3 ≅S4,根据定理1,可以得到

推论1 cr(S4,3)=8.
推论2 cr(A4,3)=8.

4 结 语

交叉数问题是图论难解问题之一,并被证明

是NP完全问题,目前仅有较少图族的交叉数被
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确定.本文首先构造星图S4好的画法,得到S4交

叉数的上界,然后给出S4 交叉数下界的数学证

明,从而得到S4 的交叉数.对于顶点个数较少的

图的交叉数证明,正确区分证明情形是解决问题

的关键.在下界的证明过程中,本文利用S4 的结

构特性,将S4中4个6-圈的圈交次数作为区分情

形的条件,并首先选取图G12 作为研究对象,得到

G12 的相关性质;而后利用G12 与[E'i]的同胚特

性,得到相关引理,并在后续证明中反复运用该引

理,从而缩小了讨论范围,简化了证明篇幅,最终

得到S4 交叉数的确定值为8;同时给出了与其具

有同构关系的S4,3 和A4,3 的交叉数.
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CrossingnumberofStargraphS4

LÜ Bo, XU Xi-rong*, YANG Yuan-sheng, ZHANG Ke, ZHENG Bai-gong

(SchoolofComputerScienceandTechnology,FacultyofElectronicInformationandElectricalEngineering,

DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:TheproblemofthecrossingnumberaboutnetworktopologicalstructuregraphS4is
studied.Firstly,byconstructingagooddrawingofStargraphS4,anupperboundofthecrossing
numberofS4isobtained.Then,thelowerboundofthecrossingnumberofS4isobtainedby
mathematicalproof.Lastly,theconclusionisdrawnthattheexactvalueofthecrossingnumberofS4
is8.Meanwhile,thecrossingnumbersofgraphS4,3andgraphA4,3,whichareisomorphictoS4,are
given.
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