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摘要:设R 是交换环,若R 的任意正则理想都是有限生成的,则称R 是正则 Noether环。首先研究了多项式环的正则

Noether性质。特别地,举例说明R 是正则 Noether环,R[x]不一定是正则 Noether环。其次,研究了合并代数的正则

Noether性质。最后,通过正则内射模和正则余平坦模刻画了正则Noether环。
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在本文中,所有的环指的是有单位元的交换环,所有的模是酉模。设R 是环。记 Max(R)为R 的所有极大

素谱。若有限生成R-理想I满足(0:RI)∶={r∈R|Ir=0}=0,则称I 为有限生成半正则理想。环R 中的元素

r被称为正则元素,指的是若ra=0且a∈R,则a=0。设I是R-理想,若I包含一个正则元素,则称理想I为正

则理想。记Z(R)为R 的全体非正则元素构成的集合。记T(R)为R 的全商环,即T(R)=RR-Z(R)。若R=
T(R),则称R 为完全商环。

众所周知,若任意理想都是有限生成理想,则称环是Noether环。Noether环是环论研究中极为重要的一类

环,它与代数几何、代数数论等有着非常重要的联系。Noether环满足著名的 Hilbert基定理:环R 是Noether
环当且仅当R[x]是Noether环。许多代数学家也通过模理论观点刻画Noether环。例如,环R 是Noether环

当且仅当任意内射模的直和是内射模,当且仅当任意内射模的正向极限是内射模,当且仅当任意内射模类是盖

类,当且仅当任意绝对纯模(余平坦模)是内射模。
许多经典环类和模类可以通过正则理想进行推广。早在2011年,王芳贵等人[1]引入了正则内射模,并研究

了正则内射包。最近,为了给出Prüfer环的同调刻画,肖雪莲等人[2]引入和研究了正则平坦模和正则余平坦模,
并用它刻画了正则凝聚环。本文引入了正则Noether环,且首先证明了任意正则Noether环都是正则凝聚环;其
次研究了多项式环的正则Noether性质,并举例说明R 是正则Noether环,R[x]不一定是正则Noether环;同
时,还研究了合并代数的正则Noether性质;最后,利用正则内射模和正则余平坦模给出了正则Noether环的9
条等价刻画。

1 正则Noether环及它的基本性质

首先给出正则Noether环的定义。
定义1 设R 是环。若任意正则理想都是有限生成的。则称环R 是正则Noether环。
显然任意Noether环和完全商环都是正则Noether环;整环R 是正则Noether环当且仅当R 是Noether环。
引理1 设R 是环,则以下结论等价:1)

 

R 是正则Noether环;2)
 

R 的正则理想满足升链条件;3)
 

R 的任意

非空正则理想集合都有极大元素。

证明 1)⇒2)。设I1⊆I2⊆…⊆Ij⊆…是R 的正则理想升链。记I=∪
∞

j=1
Ij,则I 是正则R-理想,故I 是有

限生成理想,从而存在k∈Z使得I=Ik。
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2)⇒3)。设Γ 是R 的一些正则理想构成的非空集合,反之假设Γ 中无极大元素。任取I1∈Γ,则因Γ 中无

极大元素,存在I2∈Γ 使得I1⊂I2。依次下去,存在正则理想严格升链I1⊂I2⊂…In⊂…,与2)矛盾。从而,Γ
有极大元素。

3)⇒1)。设I是正则R-理想,则存在正则元素r∈I。构造Γ={K 是R
 

的理想|r∈K⊆I}。由于I∈Γ,Γ
非空,因此Γ 存在极大元A。若A≠I,则存在x∈I-A。注意到I'∶=A+Rx∈Γ,与A 的极大性相矛盾。故

A=I,即I是正则理想。从而R 是正则Noether环。 证毕

由著名的Cohen定理可知,R 是 Noether环当且仅当R 的任意素理想都是有限生成的。下面给出正则

Noether环的Cohen定理。
定理1 设R 是交换环,则以下结论等价:1)

 

R 是正则Noether环;2)
 

对R 的任意正则非可逆元素r,R/Rr
都是Noether环;3)

 

对R 的任意正则素理想p,p 都是有限生成的。
证明 1)⇒2)。设r是正则非可逆元素,则任意包含r的理想都是有限生成的,故R/Rr都是Noether环。

2)⇒1)。设I是R 的正则真理想,则存在正则非可逆元素r∈I。因为R/Rr 都是Noether环,所以I/Rr
是有限生成R/Rr-模,故也是有限生成R-模。因为Rr是有限生成R-理想,所以I也是有限生成R-理想。

2)⇔3)。根据Cohen定理可得。 证毕

文献[2]将称环R 为正则凝聚环,这指的是任意有限生成正则理想都是有限表现的。众所周知,任意

Noether环都是凝聚环。类似地,有如下结论。
命题1 若R 是正则Noether环,则R 是正则凝聚环。

0 0 0

↓ ↓ ↓

0 → Lk → Rk+1 → Ik → 0

↓f ↓g ↓h

0 → Lk+1 → Rk+2 → Ik+1 → 0

↓ ↓ ↓

0 → (Ik:RRak+1) → R → Ik+1/Ik → 0

↓ ↓ ↓

0 0 0

图1 正合列交换图Ⅰ
Fig.1 Commutative

 

diagram
 

of
 

exact
 

sequences
 

Ⅰ

证明 设I是有限生成理想,设r∈I是正则元素,且不妨设I=<r,a1,…,an>,并记r=a0。将对n 进行归

纳证明I是有限表现理想。若n=0,则显然I=<a0>≅R 是有限表现理想。记Ik=<a0,a1,…,ak>。若n=k
时,结论成立,即Ik 是有限表现理想。当n=k+1时,按图1进行考虑。

因为r∈(Ik:RRak+1),所以有(Ik:RRak+1)是正则理想。又

因为R 是正则Noether环,故(Ik:RRak+1)是有限生成理想。由

归纳Lk 是有限生成R-模。从而Lk+1 也是有限生成R-模。进

而,Ik+1 是有限表现理想。从而R 是正则凝聚环。 证毕

引理2 设R[x]是环R 上的一元多项式环及f=a0+a1x+
…+anxn∈R[x]。则下面结论等价:1)

 

f∈R[x]是正则元;2)
 

若r∈R 满足fr=0,则有r=0;3)
 

<a0,a1,…,an>是R 的有限生

成半正则理想。
证明 根据文献[3]中定理1.7.7(1)及练习6.5可得。证毕

引理3 设I 是R-理想,则I 是有限生成R-理想,当且仅当

I[x]是有限生成R[x]-理想。
证明 设I是由{a1,…,an}生成的R-理想,则显然I[x]也是由{a1,…,an}生成的R[x]-理想。反之,假设

I[x]是由f1,…,fm 生成的R[x]-理想。则I=c<f1,…,fm>为<f1,…,fm>的容度,故也是有限生成R-理想。
证毕

命题2 设R 是环。若R[x]是正则Noether环,则R 也是正则Noether环。
证明 设I是R 的正则理想,且不妨设r∈I是正则元素,则根据引理2可得r∈I[x]也是R[x]的正则元

素,从而I[x]是正则理想。故I[x]是有限生成R[x]-理想,且由引理3可得I是有限生成理想。 证毕

下面考虑合并代数的正则Noether性质。设R 是环,I 是R 的理想。依据文献[4]定义环R 沿着理想I 的

合并代数R▷◁I={(r,i)|r∈R,i∈I}作为R-模同构于R􀱇R,并定义如下运算:1)
 

(r,i)+(s,j)=(r+s,i+j);
2)

 

(r,i)(s,j)=(rs,si+rj+ij)。
显然R▷◁I可以看做R×R 的子环。记满同态π1:R▷◁I→R 满足π1((r,i))=r;满同态π2:R▷◁I→R

满足π2((r,i))=r+i。2008年,Maimani等人[5]考虑了合并代数R▷◁I的全体零因子。
引理4[5] 设R 是环,I是R-理想。则:Z(R▷◁I)={(0,i)|i∈I}∪{(i,-i)|i∈I}∪{(x,i)|x∈Z(R)\{0},

i∈I}∪{(x,i)|x∈R\Z(R),存在j∈I\{0},j(x+i)=0}。
根据文献[4]中推论2.11,R▷◁I是Noether环当且仅当R 是Noether环。类似地,有如下结果。
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定理2 设R 是环,I是R 的理想满足Z(R)⊂I,则R 是正则Noether环当且仅当R▷◁I是正则Noether环。
证明 设R 是正则Noether环,p 是R▷◁I的正则素理想。根据文献[6]中命题2.2可得存在R 的素理想

q使得p 只有如下2种形式:1)
 

pa={(r,i)∈R▷◁Ir∈q};2)
 

pb={(r,i)∈R▷◁Ir∈q}。
设(r,i)∈p 是正则元素。则根据引理4可得r是R 的正则元素且对任意x∈I-{0}都有x(r+i)≠0。若

p 形如pa,则r∈π1(p)=q。由于R 是正则Noether环,故q是有限生成的。又因I是正则理想,故I是有限生

成的,所以容易验证p 也是有限生成的。若p 形如pb,根据文献[5]中定理3.5(1),不妨设I⊄q。断言r+i是

R 的正则元素。反之假设y(r+i)=0且y≠0,则y∉I。又因为Z(R)⊆I,所以r+i=0。然而根据引理4可

得(r,i)=(i,-i)是R▷◁I的零因子,与I⊄q矛盾。因此q是正则素理想,故q是有限生成理想。又因为r∈
π1(p)是正则元,所以π1(p)是有限生成的。此外,因为π2(p)=q是有限生成的,故p 是有限生成理想。因此,
根据定理1可得R▷◁I是正则Noether环。

另一方面,设J 是正则R-理想。则根据引理4可得(r,0)是R▷◁I 的正则元素。注意到(r,0)∈J▷◁IJ,
故J▷◁IJ 是有限生成R▷◁I-理想。不妨设J▷◁IJ 是由{(a1,s1),…,(an,sn)}生成,则显然J 是由{a1,…,

an}生成,故J 是有限生成R-理想。 证毕

根据上述证明可知定理2的必要性不需要条件“I 是R 的正则理想满Z(R)⊆I”,即:若R▷◁I 是正则

Noether环,则恒有R 是正则Noether环。根据文献[4]中推论2.11及本文定理2可得如下结果。
推论1 设R 是整环,I 是R 的理想,则以下结论等价:1)

 

R 是 Noether环;2)
 

R▷◁I 是 Noether环;

3)
 

R▷◁I是正则Noether环。
本节剩余部分将通过理想化R(+)M 构造一些例子来区别Noether环和正则Noether环,并举例说明命题

2的逆不一定成立。设R 是环和M 是R-模[7-8],令R(+)M 作为R-模同构于R􀱇M,定义:1)
 

(r,m)+(s,n)=
(r+s,m+n);2)

 

(r,m)(s,n)=(rs,sm+rn)。则R(+)M 是有单位元(1,0)的交换环。
下面举例说明存在正则Noether环既不是Noether环又不是完全商环。
例1 设D 是非域Noether整环,K 是D 的商域,令R=D(+)K。由于K 不是有限生成D-模,所以0(+)

K 不是有限生成R-理想,故R 不是Noether环。根据文献[7]中定理4.1可得T(R)=K(+)K≠R,故R 不是

完全商环。设I是R 的正则理想,则根据文献[7]中推论3.4可得I=J(+)K,其中J 是D 的非零理想。
 

由于

J 是有限生成D-理想,所以I是有限生成R-理想。故R 是正则Noether环。
由著名的Hilbert基定理可知,环R 是Noether环当且仅当R[x]是Noether环。下面例子说明:存在正则

Noether环R 满足R[x]不是正则Noether环,从而正则Noether环的Hilbert基定理不成立。
例2[9] 设D=L[{XZn,YZn|n≥0}]是域L 上三元多项式环L[X,Y,Z]的子环。

 

记ρ是不同时包含X 和

Y 的全体素理想构成的集合,B=􀱇
p∈ρ

T(D/p)。设R=D(+)B。记 m=<XZn,YZn|n≥0>= <X,Y>D =

<X,Y>L[X,Y,Z]∩D。则m 是R 的无限生成理想且是唯一不属于ρ的素理想。又因为X 属于素理想<XZi,

YZj|i≥0,j≥1>以及Y 属于素理想<XZi,YZj|i≥1,j≥0>,所以根据文献[9]中定理11(a)可得R 是完全商环,

从而R 是正则Noether环。根据文献[9]中定理11(c)可得R 的半正则理想为J(+)B 形式,其中 J=m。设

<a0,…,an>是m(+)B 的有限生成半正则理想。令f=a0+a1+…+anxn∈R[x],则根据引理2可得f∈
m[x]是正则元素,再根据引理3可得m[x]是无限生成正则理想,从而R[x]不是正则Noether环。

2 正则Noether环的等价刻画

2011年,王芳贵等人[1]将对任意正则理想I都有Ext1R(R/I,M)=0的R-模M 定义为正则内射模(文献[1]
称之为正则性内射模)。最近肖雪莲等人[2]利用有限生成正则理想引入了正则平坦模和正则余平坦模:1)

 

称R-
模M 为正则平坦模,指的是对任意有限生成正则理想I,都有TorR

1(R/I,M)=0;2)
 

称R-模 M 为正则余平坦

模,指的是对任意有限生成正则理想I,都有Ext1R(R/I,E)=0。
著名的Cartan-Eilenberg-Bass定理指出:环R 是Noether环当且仅当内射模的任意直和是内射模,当且仅

当内射模的任意正向并是内射模,当且仅当内射模的任意正向极限是内射模[10]。类似地,有以下结果。
定理3 设R 是环。则以下结论等价:1)

 

R 是正则Noether环;2)
 

正则内射R-模的任意直和是正则内射

模;3)
 

正则内射R-模的任意正向并是正则内射模;4)
 

正则内射R-模的任意正向极限是正则内射模。
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证明 1)⇒4)。{Ei,fi,j}i<j∈Λ 是正则内射模的正向系,其中fi,j 是包含映射。设lim
→

 

Ei 是其正向极限。
设I是正则理想,则I是有限生成的。又根据命题1可得R 是正则凝聚环,从而I是有限表现理想。然后,按图

2进行考虑。
0 → HomR(R/I,lim→

 

Ei) → HomR(R,lim→
 

Ei) → HomR(I,lim→
 

Ei) → Ext1R(R/I,lim→
 

Ei) → 0

↓α ↓β ↓γ ↓δ

0 → lim→
 

HomR(R/I,Ei) → lim→
 

HomR(R,Ei) → lim→
 

HomR(I,Ei) → lim→
 

Ext1R(R/I,Ei) → 0

图2 正合列交换图Ⅱ
Fig.2 Commutative

 

diagram
 

of
 

exact
 

sequencesⅡ

根据文献[11]中引理2.7可得α、β、γ 都是同构,故根据五项引理可得δ 也是同构,从而lim
→

 

Ei 是正则内

射模。

4)⇒3)⇒2)。显然成立。

2)⇒1)。首先反之假设R 不是正则Noether环,则存在正则理想I不是有限生成的,故存在正则元素a0∈I
且a0R≠I。设0≠a1∈I-a0R,则正则理想a1R+a0R≠I。取a2∈I-(a1R+a0R),则正则理想a1R+a0R+
a2R≠I。重复上述过程,可以得到正则理想的严格升链:a0R+a1R⊂a0R+a1R+a2R⊂…⊂a0R+a1R+…+
anR⊂…。

记Αi=∑
i

j=0
ajR,根据文献[12]中推论10.5可得:对任意Αi,存在Αi 的极大理想Ci 满足C1⊂A1⊂C2⊂

A2⊂…⊂Cn⊂An…。

记E(Ai/Ci)∈I为Ai/Ci 的内射包,且记E=􀱇
∞

i=1
E(Ai/Ci),则根据定理3的结论2)可得E 为正则内射

模。记A=∪
∞

i=1
Ai,则A 为正则理想。记Ai→Ai/Ci→0是自然满同态,ρi:0→Ai/Ci→E(Ai/Ci)是自然嵌入同

态,则存在同态fi:A→E(Ai/Ci)是ρ0􀳱πi 的扩张。设a∈A,令f:A→E 满足f(a)=(fi(a))∞i=1。由于E 是

正则内射模,所以f 可扩张为g:R→E,且有g(r)=g(1)r。设g(1)=(c1,c2,…,cn,0,…)。取a∈A,使得

a∈An+1-Cn+1,则有ρn+1πn+1(a)≠0,故fn+1(a)≠0。然而,f(a)=g(a)=g(1)a=
 

(c1a,c2a,…,cna,
0,…),产生矛盾。从而R 是正则Noether环。 证毕

引理5 设R 是环,{Mi|i∈Λ}是一族R-模以及N 是M 的纯子模,则:1)
 

若 M 是正则余平坦模,则N 也

是正则余平坦模;2)
 

每个 Mi 是正则余平坦模当且仅当∏
i∈Λ

Mi 是正则余平坦模,当且仅当􀱇
i∈Λ

Mi 是正则余平

坦模。
证明 设I 是有限生成半正则理想。1)

 

因为 R/I 是有限表现模,则有正合列0→Ext1R(R/I,N)→

Ext1R(R/I,M),从而可证。2)
 

显然,Ext1R(R/I,∏
i∈Λ

Mi)≅∏
i∈Λ
Ext1R(R/I,Mi)。 又因为R/I是有限表现模,则

有Ext1R(R/I,􀱇
i∈Λ

Mi)≅􀱇
i∈Λ
Ext1R(R/I,Mi)。从而结论成立。 证毕

文献[13]中称R-模M 为余平坦模指的是对任意有限生成理想I都有Ext1R(R/I,E)=0。根据文献[13]中
推论1.10,可得环R 是Noether环当且仅当任意余平坦模都是内射模。

定理4 设R 是环,则下面结论等价:1)
 

R 是正则Noether环;2)
 

任意正则余平坦模R-模都是正则内射模。
证明 1)⇒2)。设R 是正则Noether环,则任意正则理想都是有限生成的,从而任意正则余平坦模R-模都

是正则内射模。

F

↙
h

↘
g

F(M)
f
→ M

图3 交换图

Fig.3 The
 

commutative
 

diagram

2)⇒1)。若正则余平坦模R-模都是正则内射模,则正则余平坦模类恰好等于正则内射模。根据引理5可得

正则内射模的任意直和是正则内射模。故根据定理3可得R 是正则Noether
 

环。
设L 是一个R-模类,M 是R-模。如果存在一个同态f:F(M)→M,其中f:F(M)∈L,使得对任意F∈L,

g:F→M 都存在h:F→F(M)满足图3,则称f 为M 的L-预盖。此外,若使

分解f=f􀳱h 成立的h 只有同构,则称f 为M 的L-盖。对偶地,可以定义预

包和包。
引理6[14] 设C 是关于纯子模和直积封闭的R-模类,则以下结论等价:

1)
 

C 关于正向极限封闭,即C 是可定义类;2)
 

C 关于纯商模封闭;3)
 

C 是盖
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类;4)
 

C 是预盖类。
王芳贵等人在文献[1]中定理3.6证明了任意R-模都有正则内射包。众所周知,环R 是Noether环当且仅

当任意R-模都有内射预盖,当且仅当任意R-模都有内射盖(见文献[10]中定理5.4.1])。类似地,有如下结论。
定理5 设R 是环,则下面结论等价:1)

 

R 是正则Noether环;2)
 

任意R-模都有正则内射预盖;3)
 

任意R-
模都有正则内射盖。

证明 1)⇒3)。设R 是正则Noether环。则正则余平坦模类恰好是正则内射模类。根据引理5,正则余平

坦模类关于纯子模和直积封闭。根据定理3,正则内射模类关于正向极限封闭。所以根据引理6得证。

3)⇒2)。显然成立。

2)⇒1)。根据定理3,只需证明正则内射模类关于直和封闭。设 Ei  i∈Λ 是一些正则内射模构成的集合。
如果E→􀱇

i∈Λ
Ei 是正则内射预盖,则对每个i∈Λ,存在分解

 

Ei→E→􀱇
i∈Λ

Ei。从而自然复合同态􀱇
i∈Λ

Ei→E→􀱇
i∈Λ

Ei

是恒等同态。因此,􀱇
i∈Λ

Ei 是
 

E 的直和项,因此􀱇
i∈Λ

Ei 是正则内射模。 证毕
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Abstract:
 

Let
 

R
 

be
 

a
 

commutative
 

ring.
 

Then
 

R
 

is
 

said
 

to
 

be
 

a
 

regular
 

Noetherian
 

ring
 

provided
 

that
 

any
 

regular
 

ideal
 

is
 

finitely
 

generated.
 

The
 

regular
 

Noetherian
 

properties
 

of
 

polynomial
 

rings
 

are
 

obtained.
 

In
 

particular,
 

an
 

example
 

of
 

a
 

regular
 

Noetherian
 

ring
 

R
 

is
 

given
 

to
 

show
 

that
 

R[x]
 

need
 

not
 

be
 

regular
 

Noetherian.
 

Then
 

the
 

regular
 

Noetherian
 

properties
 

of
 

amalgamation
 

algebras
 

is
 

studied.
 

Finally,
 

regular
 

Noetherian
 

rings
 

are
 

characterized
 

in
 

terms
 

of
 

regular
 

injective
 

modules
 

and
 

regular
 

coflat
 

modules.
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ring;
 

Hilbert
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theorem;
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algebra;
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regular
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module
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