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关于不定方程 !C D E F CG""!

黄勇庆，廖江东

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 %###%$）

摘! 要：利用同余式、递归序列的方法证明了不定方程 !C H E F CG"" 仅有整数解（!，"）F（ I "，#），（C，D J）；!C I E F
CG"" 仅有整数解（!，"）F（"，#）。
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! ! 不定方程 !C D E F 5""（其中 5是无平方因子的
正整数）是一类基本而重要的 R5+’2.-<5-: 方程。对
于它已有不少的研究，JO%" 年 ST,-33(:-［J］证明了当
5不能被 C 或 M6 H J 形的素因数整除时，这两个方
程最多只有一组正整数解。JOEJ 年柯召、孙琦［"］进
一步证明了，如果 5 满足前述条件并且如果 5"#，
"，C（7+A%）时，则方程 !C H E F 5"" 仅有整数解（ !，
"）F（ I "，#）；如果 5 满足前述条件并且如果 5"
#，J，"（7+A%）时，则方程 !C I E F 5"" 仅有整数解
（!，"）F（"，#）。显然对于 5 含有 M6 H J 形的素因
数的情况需要进一步讨论。JOOJ 年曹玉书［C］讨论
5含有 M6 H J 形的素因数使 !C D E F 5"" 仅有平凡
解的情况。JOOG 年罗明［%］证明了 !C I E F $"" 仅有
整数解（!，"）F（"，#），!C H E F $"" 仅有整数解（ !，
"）F（ I "，#），（ I J，D J），（J#，D J"）。本文将利用
某些 U://方程的解所构成的递归数列的性质与同余
式来讨论不定方程 !C D E F CG"" 的全部整数解。为
此，需要在此之前给出如下的引理。

引理 J［G］! 不定方程 !C H J F $#"" 仅有整数解
（!，"）F（ I J，#）。

引理 "［M］! 不定方程 !C I J F $#"" 仅有整数解
（!，"）F（J，#）。
定理 J! 不定方程

! ! ! ! ! ! ! !C H E F CG"" （J）
仅有整数解（!，"）F（ I "，#），（C，D J）。
证明! 如果 !"#（7+A"），则由（J）式有 ""#

（7+A%），方程（J）化为 !( )"
C

H J F $# "( )%
"

，由引理

J 知，有（!，"）F（ I "，#）。
现设 !"J（7+A"），此时（! H "，!" I "! H %）F J

或 C，并且 G 不能整除 !" I "! H %，故（J）式给出下列
% 种分解。

J）! H " F CG3"，!" I "! H % F 7"，" F 37；
"）! H " F G3"，!" I "! H % F $7"，" F 37；
C）! H " F J#G3"，!" I "! H % F C7"，" F C37；
%）! H " F JG3"，!" I "! H % F "J7"，" F C37。
以下分别讨论这 % 种情形所给的（J）式的整数

解。

J）由第二个式子得 ! F #，"，均不适合第一个式
子，故该情形无（J）式的整数解。
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!）将第二个式子化为（! " #）! " $"! % " &，因
为方程 #! " $$! % " & 有两个结合类解，其基本解分

别是 !’ ! ( $，故全部整数解（ !，%）由下面两式给
出。

# ($!$ % ’（!& ( %&!$）% ’（ !! ( $）（’& ( (&!$）%

’（ !! ( $）（ !) ( & $）&，&#!；

# ($!$ % ’（$!& ($%&!$）% ’（ !"! ( $）（’& ( (&!$）%

’（ !" ! ( $）（ !) ( & $）&，&#!

其中 ’（’& ( (& !&*）% ’（ !) ( & $）&，给出 +,-- 方

程 #! " $$! % # 的全部整数解， !) ( & $是其基本解。
因此有 ! " # % .)! " & % ’ !&，’$!&，&#!。但是容易
知道 $! % " !&，所以只需考虑 .)! % ’ !& ( &，&#!。
容易验证下列各式成立

/ ’& ( ! % #0’& ( # " ’&，’1 % #，’# % ) （!）
/ (& ( ! % #0(& ( # " (&，(1 % 1，(# % & （&）
/ !& ( ! % #0!& ( # " !&，!1 % !，!# % &$ （2）

!& ( !*" " !&（345’*） （.）
因 !"#（345 !），所以 )"#（345 !），故 !&"1

（345 !），从而 &"1（345 !）。对 !& 的递归关系（2）
式取 345&，得到周期为 ! 的剩余类序列。当 &"1
（345!）时，有 !&"!（345&），若 .)! % " !& ( &，则有
!)!"#（345&），显然不可能。所以只需考虑
/ / / / / / / .)! % !& ( & （0）
中 &"1（345!）的情况。
对 !& 的 递归关系（2）式取 345)，得到周期为 2

的剩余类序列。当 &" !（ 3452）时，有 !& " 0
（345)），由（0）式有 .)!"#（345)），显然不可能，故
&"1（3452）。
若 &%1，则可以令 & % !·& +·*，其中 +&1，*

" ’ !（3450），利用性质（.）式得到 !&" " !1" " !

（345 ’*），由（0）式有 .)!"#（345 ’*），即
.)!

’( )
*

%

#
’( )
*

% #。

另一方面，对 ’& 的 递归关系（!）式取 345.，得
到周期为 0 的剩余类序列。当 *" ’ !（3450）时，

有 ’*"!（345.），即有 .)!

’( )
*

%
’*( ).

% ( )!
. % " #，

矛盾。

最后仅剩下 & % 1，此时有 !& % !，从而有 )! % #，
故给出方程（#）的整数解（!，%）%（&，’ #）。

&）因 !"#（345!），故 )"#（345!）。由第一个
式子有 !"#（345)），代入第二个式子得 $"&"!

（345)），这不可能，故该情形无（#）式的整数解。
2）因 !"#（345!），故 )"#（345!）。由第一个
式子有 !".（345)），代入第二个式子得 ."&"!

（345)），这也不可能，故该情形无（#）式的整数解。
综合上述情形的讨论结果知不定方程（#）式仅

有整数解（!，%）%（ " !，1），（&，’ #）。 证毕

定理 !/ 不定方程
/ / / / / / / !& " ) % &.%! （$）
仅有整数解（!，%）%（!，1）。
证明/ 如果 !"1（345!），则由（$）式有 %"1

（3452），方程（#）式化为 !( )!
&

" # % $1 %( )2
!

，由引

理 ! 知，有（!，%）%（ " !，1）。
现设 !"#（345!），此时（! " !，!! ( !! ( 2）% #

或 &，并且 . 不能整除 !! ( !! ( 2，故（$）式给出下列
2 种分解。

#）! " ! % &.)!，!! ( !! ( 2 % "!，% % )"；
!）! " ! % .)!，!! ( !! ( 2 % $"!，% % )"；
&）! " ! % #1.)!，!! ( !! ( 2 % &"!，% % &)"；
2）! " ! % #.)!，!! ( !! ( 2 % !#"!，% % &)"。
以下分别讨论这 2 种情形所给的（$）式的整数

解。

#）由第二个式子得 ! % 1，" !，均不适合第一个
式子，故该情形无（$）式的整数解。

!）因 !"#（345!），故 )"#（345!）。由第一个
式子有 !"$（345)），代入第二个式子得 &"$"!

（345)），这不可能。故该情形无（$）式的整数解。
&）将第二个式子化为（! ( #）! ( & % &"!，再将

第一个式子代入，有 "! " &（&.)! ( #）! % #。因此

6 " 6 (（&.)! ( #）!& % +& ( ,&!& %（ !! ( &）&，&&1

其中 !! ( &是 +,--方程 -! "&.! %#的基本解，从而有
/ / / / / / / &.)! ( # % ,&，&&1 （)）
易知 ,& 满足递归关系

/ / / / ,& ( ! % 2,& ( # " ,&，,1 % 1，,# % #
因 !"#（345!），故 )"#（345!），所以有 ! 6 ,&，

从而 ! 6 &。对 ,& 的 递归关系取 345)，得到周期为 2
的剩余类序列。当 &" 1（ 3452）时，有 ,& " 1
（345)），由（)）式有 &)!"$（345)），显然不可能。
故 &"!（3452），即 &"!，0（345)）。
对 ,& 的 递归关系取 345$，得到周期为 ) 的剩

余类序列。当 &" !，0（ 345)）时，有 ,& " 2，&
（345$），由（)）式有 1"&，!（345$），显然不可能。
故该情形无（$）式的整数解。

2）因 !"#（345!），故 )"#（345!）。由第一个
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式子有 !"!（"#$%），代入第二个式子得 &"’"(

（"#$%），这不可能。故该情形无（&）式的整数解。
综合上述情形的讨论结果知，不定方程（&）式

仅有整数解（!，#）)（(，*）。 证毕
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研究快讯

P型 Q;F薄膜的制备及特性研究!
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O O Q;F是一种新型的自激活宽带隙半导体材料，
是一种理想的短波长发光器件材料，在光电子、高温

大功率器件、高频微波器件以及信息技术领域等方

面有着广阔的应用前景，实现和控制高质量 P 型掺
杂是 Q;F 薄膜光电子应用的关键。本文用射频磁
控溅射技术，在直径为 !** ""的单晶 4=（!!*）衬底
上制备 Q;F薄膜，薄膜厚度为 !3 % !"。用多功能离
子注入机对 Q;F 薄膜进行 . 离子注入。通过退火
实现了 Q;F 薄膜的 P 型转变。扫描电镜（41T）观
察表明，离子注入使薄膜表面形貌产生损伤和缺陷，

粗糙度明显增加，但退火对表面形貌有很大改善。

U射线衍射（U0V）给出样品具有对应于 Q;F（**(）
面的衍射峰，表明薄膜具有较好的 ? 轴择优取向。
在不同温度下（’**W，N’*W，%**W，H**W，H’*W），

对样品进行了不同时间的退火（! "=;，K "=;，& "=;，
!’ "=; ），实验结果表明，退火温度为 %**W时结晶
度最好，退火温度过高会导致结晶度降低。霍尔测

试给出了样品的电学性质，结果表明退火温度和退

火时间对 Q;F 薄膜的 P 型转变以及载流子浓度和
电阻率有重要影响，较高温度和较长时间的退火有

利于提高载流子浓度和降低电阻率，但较高温度和

较长时间的退火对薄膜结构的影响较大。在 H’*W
退火 & "=; 时，样品的载流子浓度达到 !3 %N X !*!N

?" YK，电阻率降到 I!3 ’ "·?"。根据实验结果探讨
了 Q;F薄膜的 P型转变机理，给出了载流子浓度和
! Z CR的实验关系，估算了填隙原子跃迁到邻近格点
位置成为激活离子需克服的势垒。
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