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一类非光滑锥约束规划问题的混合对偶
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摘要：研究了非光滑锥约束规划问题的混合对偶模型的弱对偶、强对偶和逆对偶结果。在 !" 广义不变凸性、!" 广义

伪不变凸性条件下证明了两个弱对偶定理；在!"广义不变凸性条件下，利用广义 &21>’/约束规格给出了强对偶定理；

在 !" 非光滑不变凸性和非光滑伪不变凸性下研究了该类模型的逆对偶定理。

关键词：! H广义不变凸性；混合对偶；非光滑锥约束规划问题

中图分类号：C""$) "；C$*I) " 文献标识码：J! ! ! 文章编号：$F*"H FF%E（"#$#）#+H ###+H #I

! ! 凸性理论及其应用是数学规划与最优化理论中十分重要的研究内容。近年来，许多作者研究了凸性概

念的多种推广形式［$H$#］。$%K$ 年，L10=-0 给出了不变凸函数且讨论了这类函数的相关最优性理论［$］。随

后，许多学者对不变凸性进行了研究。特别地，向量情形的锥广义不变凸性已成为数学规划与最优化研究的

热点之一。4/1<’0 给出了锥不变凸函数的定义［"］，且 4/1<’0 和 M2-<’/ 研究了这类函数的性质并给出了最优

条件和对偶理论［E］。N5./101 定义了锥伪不变凸和强锥伪不变凸函数，给出了该锥广义凸性下多目标规划

问题的对偶模型，建立了弱对偶、强对偶和逆对偶定理［I］。然而，许多学者对非光滑情形更为感兴趣。O’28H
10P 利用 421/Q’ 次微分，对局部 R8(=@58>S 向量值函数定义了 I 种非光滑锥广义凸性，将可微的 !" 不变凸推

广到非光滑的情形，在 !" 广义凸性假设下得到了此类非光滑不带约束和带锥约束的规划问题的最优性条

件［+］；建立了弱对偶和强对偶结果。而 &.0’T1 等人利用 421/@Q’ 广义梯度，进一步推广了锥不变凸性概念，定

义了!"非光滑拟不变凸和!"非光滑伪不变凸，建立了此类非光滑规划问题的最优性条件及U-0P V8’/型对

偶结果［F］。

受文献［F］的启发，本文主要讨论非光滑多目标锥规划问题的混合型对偶问题，建立了弱对偶和逆对偶

定理，在广义 &21>’/ 约束规格下建立了非光滑锥约束规划问题的强对偶结果。

$ 预备知识

设 !"!# 是非空闭凸锥，记 80> ! 和 ! 分别为 ! 的内部和闭包。! 的正对偶锥 !$ 和严格正对偶锥 !%$ 分

别表示为 !$ & ｛’! # !#：〈’，’!〉$ #，%’# !｝，! %$ & ｛’! # !#：〈’，’!〉( #，%’# !｝。

本文考虑下面的非光滑多目标规划问题

（AW）! ! ) :80 *（+）

=) >) ) ,（+）# -
其中 *：!.&!#，,：!.&!/，! 和 - 分别是 !#，!/ 中内部非空的闭凸锥。

记 0# & ｛+# !.：) ,（+）# -｝为问题（AW）的可行域，且 # !$ ，!# -$ 。假设 * & ’ * 和 !, & ! ’
, 是局部 R8(=@58>S 函数。

定义 $［*］! 设 0 是!. 中的开子集，称函数 *：0&!. 在 +# 0 上是局部 R8(=@58>S 的。如果对任意的 ’，1#
2"（+），存在常数 ! ( #，使得 *（’）) *（ 1） ( ! ’ ) 1 ，其中 2"（+）是 + 的某个领域。如果 * 在 0 上任意

点都是局部 R8(=@58>S 的，则称 * 在 0 上是局部 R8(=@58>S 的。
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定义 !［"］# 设 !："&!是局部 $%&’()%*+ 的，##!$，定义 ! ,（%，#）为 ! 在 % 处沿方向 #的广义 -./012 导数，

且记为 ! ,（%，#）& .%3 ’4&
’&%，!),

!（’ ( !#）) !（’）

!
。

定义 5［"］# 设 !："&!是局部 $%&’()%*+ 的，! 在 %# " 处的广义 -./012 梯度定义为 !!（%），并记为 !!（%）&
｛"# !$：! ,（%，#）$ "6#，%## !$｝。

局部 $%&’()%*+ 函数 !：!$&!* 在 %# !$ 沿方向 # 的广义 -./012 导数定义为 ! ,（%，#） (& ! ,
7（%，#），⋯，

! ,
*（%，# )） ，广义 -./012 梯度定义为 !!（%）& !!7（%）+ ⋯ + !!*（%），其中 !!,（%）是 !,（ , & 7，⋯，*）在 % 处的

广义 -./012 梯度。记 - &（#7，⋯，#*）# #!（%）为!$ 到!* 的连续线性算子，且 -% &（〈#7，%〉，⋯，〈#*，%〉）#
!*。

定义 8# 设 *%# ",，则

7）*% 称为（9:）的弱有效解。如果对任意的 %# ",，有 !（*%）) !（%）+ %;* .；

!）*% 称为的（9:）有效解。如果对任意的 %# ",，有 !（*%）) !（%）+ . <｛,｝。

定义 =［=］# ! 在 *%# !$ 处称为是 ./ 广义不变凸，如果存在函数 $：!$ + !$&!$，使得对任意的 %# !$，

"# #!（*%），都有 !（%）) !（*%）) "$（%，*%）# .。

定义 >［=］# !在*%#!$ 处称为是./非光滑不变凸，如果存在函数 $：!$ + !$&!$，使得对任意的 %#!$，

都有 !（%）) !（*%）) ! ’（*%；$）# .。

定义 "［>］# ! 在 *%# !$ 处称为 ./ 非光滑伪不变凸。如果存在 $：!$ + !$&!$，使得对任意的 %# !$，都

有 ) ! ’（*%；$（%，*%））+ %;* ., )（ !（%）) !（*%））+ %;* .。

定义 ?［>］# ! 在 *%# !$ 处称为 ./ 非光滑拟不变凸。如果存在 $：!$ + !$&!$，使得对任意的 %# !$，都

有 !（%）) !（*%）+ %;* ., ) ! ’（*%；$（%，*%））# .。

其中 ! ’（*%；$）&（ ! ’7（*%；$），⋯，! ’*（*%；$））。

定义 @［>］# 如果存在 *%# !$，使 ) 0（*%）# %;* 1，则称问题（9:）满足广义 A./*20 约束规格。

! 混合类型对偶

本文主要考虑非光滑锥约束多目标问题（9:）的混合型对偶问题。首先，给出问题（9:）的混合型对偶

问题 （BC）# # 3/D %（’，!）& !（’）( !0（’）2
’E *E # , # !（ !）（’）( !（!0）（’） （7）

!0（’）$ ,，%’# !$ （!）

, - # .( ， 2 & 7，!# 1( （5）

其中 2 是 %;* . 中的任意固定量。

接下来，给出问题（9:）的几个对偶定理。

定理 7# （弱对偶定理）设 % 和（’，，!）分别是问题（9:），（BC）的可行解。如果下列条件之一成立

7）! ( !02 在 ’# !$ 处是关于 $：!$ + !$&!$ 的 ./ 广义不变凸函数且 3 ,，!$ ,。此外，若 !，0 在 ’ 处

是正则的；

!）! 和 0 在 ’#!$ 处关于相同的 $：!$ + !$&!$ 分别是 ./广义不变凸函数和 1/广义不变凸函数且 3
,，!$ ,，那么 %（’，!）) !（%）+ %;* .。

证明 # 只证情形 7）。情形 !）的证明与情形 7）类似。反设 %（’，!）) !（%）# %;* .，则

［ ! ( !0］（’）)（ !）（%）3 , （8）

因为 ! ( !02 在 ’# !$ 处是关于 $：!$ + !$&!$ 的 ./ 广义不变凸函数，有

［ ! ( !02］（%）)［ ! ( !02］（’）) "$（%，’）# .，%"# !（ ! ( !02）（’）

由（5）式可得

［ ! ( !0］（%）)［ ! ( !0］（’）) "$（%，’）$ ,，%"# !（ ! ( !02）（’） （=）

由（8）、（=）式，可得
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!!（"）# "#（"，$）% !，%"# !（ & ’ !!(）（$） （"）

因 " 是问题（#$）的可行解，知 !!（"）( !，再由（"）式得 # "#（"，$）% !，%"# !（ & ’ !!(）（$）。即

)!#（"，$）* !，其中 )! + "# !（ & ’ !!）（$）， % !。因 &，! 在 $ 处是正则的，知

!（ & ’ !!）+ !（ &）’ !（!!）

从而 )!#（"，$）* !，其中

)! + "# !（ &）（$）’ !（!!）（$）， % !
这与（%）式矛盾。故 $（$，!）# &（"）+ &’( ,。 证毕

定理 )* （弱对偶定理）设 " 和（$，，!）分别是问题（#$），（+,）的可行解。如果 & ’ !!( 在 $# !- 处是

关于 #：!- . !-&!- 的 ,/ 非光滑伪不变凸函数且 % !，!$ !。此外，若 &，! 在 $ 处是正则的，那么 $（$，!）#
&（"）+ &’( ,。

证明 * 反设 $（$，!）# &（"）# &’( , （-）

而 #（!!(）（"）# ,。否则 #（!!(）（"）+ ,，再由（.）式可得 #（ !!(）（"）+ #（!!）（"）* !。这与 " 是问

题（#$）的可行解相矛盾。由（-）式可得［ & ’ !!(］（$）#［ & ’ !!(］（"）# &’( ,。因为 & ’ !!( 在 $# 0! 处是

关于 #：!- . !-&!- 的 ,/ 广义伪不变凸函数，知 #［ & ’ !!(］’（$，#（"，$））# &’( ,。

再由（.）式，可得［ & ’ !!］’（$，#（"，$））* !，这等价于 "#（"，$）* !，%"# !［ & ’ !!］（$）。而函数 &
和 ! 在 $ 处是正则的，故有

"#（"，$）* !，%"# !（ &）（$）’ !（!!）（$）

这与（%）式矛盾。故 $（$，!）# &（"）+ &’( ,。 证毕

定理 .* （强对偶定理）设 "! 是问题（#$）的弱有效解且广义 /01(23 约束规格满足。如果 & 在 "! 处是关于

#：!- . !-&!- 的 ,/ 广义不变凸函数，! 在 "! 处是关于 #：!- . !-&!- 的 1/ 广义不变凸函数，则存在 !-

! # ,’ ，!! # 1’ ，使得（"!，!，!!）是问题（+,）的可行解。此外，如果弱对偶定理的条件满足，那么（"!，!，!!）

是问题（+,）的弱极大值点，且目标函数值相等。

证明 * 因 "! 是问题（#$）的弱有效解且广义 /01(23 约束规格满足，由 456’7859:23 必要条件［"］，存在 !-
! # ,’，!! # 1’，使得

!# !（ ! &）（"!）’ !（!!!）（"!），!!!（"!）+ !
这意味着（"!，!，!!）是问题（+,）的可行解。

反设（"!，!，!!）不是问题（+,）的弱有效解，则存在问题（+,）的可行解（$，，!），使得［ & ’ !!(］（$）#
［ & ’ !!(］（"!）# &’( ,。即［ & ’ !!(］（$）# &（"!）# &’( ,。这与弱对偶定理矛盾。 证毕

定理 ;* （逆对偶定理）设（*$，，.!）是问题（+,）的可行解且 *$# 0!。如果下列条件之一满足

%）& ’ !!( 在 *$# 0! 处是关于 #：!- . !-&!- 的 ,/ 广义不变凸函数，且 &，! 在 *$ 处是正则的；

)）&，! 在*$# 0! 处关于 #：!- . !-&!- 分别是 ,/ 非光滑伪不变凸函数和 1/ 非光滑拟不变凸函数。那么

*$ 是问题（#$）的弱有效解。

证明 * 只证明情形 %）。情形 )）的证明与文献［"］中的逆对偶类似。反设*$ 不是问题（#$）的弱有效解。

则存在 /"# 2 使得 &（*$）# &（/"）# &’( ,。故

（ &（*$）# &（/"））% ! （<）

因 & ’ !!( 在 *$# 0! 处是关于 #：!- . !-&!- 的 ,/ 广义不变凸函数，知

［ & ’ !!(］（/"）#［ & ’ !!(］（*$）# "#（/"，*$）# ,，%"# !［ & ’ !!(］（*$）

又因（*$，，.!）是问题（+,）的可行解且 &，! 在 *$ 处是正则的，知%) + "# !（ &）（*$）’ !（.!!）（*$），有

［ & ’ .!!］（/"）#［ & ’ .!!］（*$）# )#（/"，*$）$ ! （=）

而 # !（/"）# 1，.!# 1’ ，!!（*$）$ ! 故

.!!（/"）# .!!（*$）( ! （%!）

综合（<）3（%!）式，可得 # )#（/"，*$）% !，%)# !（ &）（*$）’ !（.!!）（*$），这与（%）式矛盾。故*$ 是问题（#$）

的弱有效解。 证毕
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! 结束语

本文在 "#$%&’ 广义次微分条件下，利用锥广义不变凸性，建立了带锥约束的非光滑锥广义不变凸多目

标规划问题的混合型对偶模型弱对偶、强对偶和逆对偶三种对偶性结果。本文的结果是对文献［(］中结果

的丰富与完善。
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