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摘要：最小二乘支持向量机是标准支持向量机的一种扩展，它是支持向量机在二次损失函数下的一种形式。它用等

式约束代替不等式约束，求解过程变为解一组等式方程，避免了求解耗时的二次规划问题，但同时也丧失了标准支

持向量机的稀疏性，影响了二次学习的效率。针对上述问题，本文提出了一种改进的最小二乘支持向量机增量学习

方法。改进的最小二乘支持向量机算法采用自适应剪枝方法对解进行稀疏，根据每次训练得到的分类器性能来设

定剪枝阈值和样本增量的大小，如果得到的分类器性能好，剪枝阈值和样本增量就大，反之，剪枝阈值和样本增量就

小，从而提高了最小二乘支持向量机训练效率，解决了稀疏性问题。最后，仿真实验表明该算法方案可行。
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! ! 支持向量机是 ?.K-4L［$］等人提出的一类新型

机器学习方法，已在很多领域中得到了成功应用［"］。

但是该方法的具体实现算法在计算上存在着一些问

题，包括训练算法速度慢、算法复杂而难以实现以及

测试阶段运算量大等。为了减少支持向量机学习方

法的计算复杂性，笔者利用支持向量机优化问题本

身所具有的特性，提出了改进的支持向量算法［CGM］。

最小二乘支持向量机是标准支持向量机的一种

扩展，它是支持向量机在二次损失函数下的一种形

式。它用等式约束代替不等式约束，求解过程变为

解一组等式方程，避免了求解耗时的二次规划问题，

但同时也丧失了标准支持向量机的稀疏性。最小二

乘支持向量机算法中几乎所有样本都成为支持向

量，因此，在处理大样本数据情况时将无法得到满意

的结果。故本文将采用增量的学习方法，用最小二

乘支持向量机对大样本数据进行学习训练，有效地

解决了处理大样本数据的问题。

$ 最小二乘支持向量机

=’<L9-: 在 $DDD 年提出了最小二乘支持向量

机，其主要思想是把最小二乘的思想引入了支持向

量机，但它与支持向量机都是要构造一个能够使间

隔最大的超平面，使各类中离分类线最近的样本之

间的距离最大。最小二乘支持向量机和支持向量机

相比有不同的优化函数，这是因为它对每一个数据

点都加入一个改正量 !"，使不等式约束变为等式约

束，故只需解线性等式方程组，计算量减少，最重要

的是避免了支持向量机中的惩罚因子 # 值的选择问

题。对于支持向量机在样本集中自动选取支持向量，

随着参数的改变，支持向量也随着改变，并且只有支

持向量对应的 N.2,.-29 乘子 !" 不为零。而最小二乘

支持向量机所有的样本都当作了支持向量，每一个

样本对应一个 !"，且 !" 可正可负，这是由于目标函

数采用了 "$ 范数"
%

" & $
!"" ，支持值大小与训练点处的误

差成正比 !" & "·!"。
求解最小二乘支持向量机优化超平面，即为求

解下面的凸优化问题的解：

64- ’()（*，+，!）& $
" *H* , "

""
%

" & $
!"" （$）

! :) ;) -"（*H#（."）, +）& $ / !"，" & $，⋯，% （"）

定义 N.2,.-29 函数：

(（*，+，!；!）& ’() /"
%

" & $
! {" -" [$ *H#（."）,

]+ / $ , ! }" （C）

其中 !" 为 N.2,.-29 乘子，可正可负。根据 O.,’:1G
O’1-GH’>L9,（OOH）条件
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容易得出矩阵方程
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其中

[- # "（’"）#&"，⋯，"（’$）
#& ]$
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[) # )"，⋯，) ]$

! [# !"，⋯，! ]$

"$ [# "，⋯， ]"
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可得到
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将（&）式展开成线性方程组的形式，得
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根据 )*+,*+ 条件 ，（(）式可变换为

! &" ⋯ &$

&" &"&$0（’"，’$）- "
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分析（.）式知，如果训练样本集包含 $ 个样本

点，那么（.）式有 $ * " 个未知数，$ * " 个方程以及

（ $ * "）/ 个乘数项系数。可以看到，样本点的数量直

接决定了（.）式的系数矩阵。

将 )*+,*+ 条件应用于 $ # --#，而

$/ # &%&/"（’%）
#"（’/）# &%&/0（’%，’/） （0）

由此可见，（"）式的分类问题可以通过求解（&）

式的线性方程组获得，从而避免了求解二次规划问

题。当（&）式中的系数矩阵满秩时，11# 系统是一

个平方系统，有唯一解。

最终可以求得最小二乘支持向量机分类器

&（’）# [2345 "!% &%0（’，’%） ]* ( ’ % # "，⋯，$

（"!）

其中 !，( 为方程组（&）的解，0（·）为核函数。

/ 增量学习方法［&1(］

对于传统的支持向量机，其对偶问题的最优解

! [# !"，⋯，! ]$ 使每个样本 ’ 满足优化问题的

11# 条件为

!% # !#&% 2（’%）3 " （""）

! 4 !% 4 5#&% 2（’%）# " （"/）

!% # 5#&% 2（’%）% " （"6）

其中当 784+854 乘子 ! # ! 对应的样本分布在分类

器分类间隔之外，! 4 ! 4 5 的样本位于分类间隔之

上，! # 5 位于分类间隔之内。非零的 !% 对应的样本

为支持向量，即 2（’）# 6 " 分类间隔边界上的样本

为支持向量。

与传统的支持向量机相比，最小二乘支持向量

机的 784+854* 乘子 !% # #)%，!中的所有元素都不为

零，几乎所有样本都成为支持向量。为了得到稀疏的

支持向量集，9:;<*52 在文献［.］中提出一种修剪算

法，按照 !% 的绝对值的大小决定训练集中数据向量

（支持向量）的重要程度，绝对值大的就对应传统支

持向量机中的支持向量即在分类间隔之上或是在分

类间隔之内；而绝对值小的可以认为在分类器分类

间隔之外的是可以去掉的。

增量学习的主要思想在传统支持向量机中可表

述为，增量训练由初步支持向量样本和新的样本组

成，再训练一次，所得的非支持向量样本点被抛弃。

这种算法也可以看作是一种加强寻找支持向量的过

程。该算法还可形式化描述为对一个支持向量机分

类器$，设初始训练集为 ,7，增量训练集为 ,87，那么

重复学习可表示为 9:;%<（ ,7& ,87），增量学习可以

表示为 9:;%<（7=(（ ,7）& ,87），其中 7=(（ ,7）’ ,7。

对于最小二乘支持向量机增量学习思想与传统
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支持向量机相似，只是传统支持向量机的支持向量

的 !"#$"#% 乘子 !! 为非零，即为零的 !! 对应的样本

被抛弃；而最小二乘支持向量机增量学习中，被抛弃

的是对应 !"#$"#% 乘子 !! 绝对值较小的样本，即在

分类中重要程度较小的支持向量。

& 最小二乘支持向量机改进算法

为了减少支持向量机学习方法的计算复杂性，

利用支持向量机优化问题本身所具有的特性，提出

了一些改进的支持向量算法。例如 ’"()*+ 提出的

,-.)+*)# 方法，即所谓的“块算法”；/0.)" 等人提出

的固定样本数方法；12"33 提出的著名的 45/（ 4%6
7.%)3*"2 8*)*8"2 9(3*8*:"3*9)）算法。,-.)+*)# 算法

中其循环迭代次数较少，但其每次循环求解二次规

划的规模较大，而且其规模不能控制，因此其训练时

间较长。而 在 固 定 训 练 样 本 集 方 法（/0.)" 法 及

45/ 方法）中，过分地强调了每次循环所求解的二

次规划的规模，因此其每次循环所需要的时间较短，

但总的循环次数大大增加，其总的训练时间也较长。

4.;+%) 针对支持向量机能够对大样本情况进

行学习，提出了最小二乘支持向量机方法，但相比传

统支持向量机，最小二乘支持向量机丧失了解的稀

疏性，这势必影响样本点再次学习的效率。为此，

4.;+%) 等人提出了一种简单易行的剪枝方法使最

小二乘支持向量机重现传统支持向量机的稀疏性。

受上述方法的启示，本文提出了如下一种改进

的最小二乘支持向量机增量学习方法，基本思想是：

采用自适应方法确定剪枝阈值和样本增量的大小，

如果得到的分类器性能好，剪枝阈值和样本增量就

大，反之，剪枝阈值和样本增量就小。

&< = 改进的最小二乘支持向量机增量学习算法

=）对给定大小为 " 的训练样本集 #，取大小为

"= 的样本集 #= 作为初始样本。

>）应用最小二乘支持向量机算法对初始样本

#= 进行训练，得到分类器"= 和样本对应的 !"#$")#%
乘子 !=。

&）把剩下的 # $ #= 个样本作为"= 的测试样本

进行训练，得到违反 ??@ 条件（错分）的样本。

A）计算出训练样本集 #= 对应的 !"#$")#% 乘子

中值 !=，根据错分样本占测试样本的比例 %=，选取剪

枝域值 !&=（!&= ’ !(= )（= $ %=））进行剪枝，得到舍

去的样本个数 *=。

B）给定一固定值 +，得到添加到剪枝后样本集

中的样本增量+=（+= ’ + , *=），组成新的样本集#>。

C）#= ’ #>，返回到第二步，直到所有样本都进

行了训练，得到最后分类器 "。

&< > 仿真试验

本试验采用了一个具有 =DE 个随机产生的两类

二维样本，在工程数学软件 5"32"F 中做仿真试验。

实 验 环 境 为 G*)H9I J1 操 作 系 统，,1K 主 频

=< DL MN:，内存为 &OA 5，5"32"F 版本 D< E< =。

采用 5"32"F 中 !4P4’52"F=< B［L］工具箱，结合本

文提出的算法，取 QRS 核函数，#> T E< >，$ T =E，

+ T >E。得到如下仿真结果。

图 =（"）是从给定训练样本集 # 中取大小为 BE
的初始样本集 #=，应用最小二乘支持向量机算法对

其训练的结果，图 =（F）是根据本文算法剪枝后的

训练结果，%= T E< =&>，!U= T E< BE& A。

图 >（ "）是二次迭代后训练得到的结果，图 >
（F）是通过对训练样本剪枝后得到的训练结果，%= T
E< =>O，!U= T E< BB& C。

图 &（"）为给定样本集 # 应用最小二乘支持向

量机算法对其训练的结果，图 &（F）是本文算法最终

训练得到的结果，从两图对比的结果可以看出，本文

提出的算法对样本集 # 剪枝后所得分类超平面的

性能指标没有明显下降。

图 =V 第 = 次训练结果
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图 !" 第 ! 次训练结果

图 #" 最后训练结果

$ 结语

最小二乘支持向量机相比传统的支持向量机，

丧失了解的稀疏性，影响了二次学习的效率，针对此

提出了一种改进的最小二乘支持向量机增量学习方

法，采用自适应方法对样本进行剪枝，根据得到的分

类器性能来设定剪枝阈值和样本增量的大小，提高

了对大样本学习的速度。实验结果表明所得分类超

平面性能指标没有明显下降。
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