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摘要:讨论 f Pn[ f (k)] 的值分布问题 ,其中 f 为超越亚纯函数 , 证明了在适当条件下 f Pn[ f (k)] 取任意非零有穷

复数无穷多次.
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Abstract:Let f is a t ranscendental meromorphic function , the value dist ribution of f Pn [ f (k)] i s

discussed.It is proved that fp n [ f(k)] takes any finite non-ze ro complex number inf inity under

appropriate condit ions.

Key words:meromorphic function ,di fferential po lynomials , value dist ribut ion

　　1959 年 ,W.K.Hayman
[ 1]
提出著名的 Hayman

问题:设 f 是平面上的超越亚纯函数 ,则 f
n
f′(n ≥1

为正整数)取除零以外的任意复数无穷多次.历经

Hayman.E.Mues[ 2] 和 W.Bergw eiler 等[ 3] 人的努

力 ,该问题最终被陈怀惠等
[ 4]
彻底解决.期间 ,很多学

者对 Hayman问题进行了推广[ 5 ～ 10] ,其中文献[ 5]给

出了 Hayman 问题的一种推广形式 ,得到结果:设 f

是非常数亚纯函数 , L[ f ] = f
(k)
+a1 f

(k-1)
+… +

ak f ,其中 a j(j =1 , 2 , … , k)为 f 的小函数 ,那么当 n

≥2时 ,对任意 c ≠0 , ∞,设 F = f
n
L [ f ] -c ,有

　　lim
r※

N(r ,
1
F
)

T(r ,F)
>0.

　　1998 年 ,文献[ 6]则作了另一种形式的推广 ,得

到定理:设 f 是平面上的超越亚纯函数 ,n , k 是两个

正整数.则 n ≥2时 , f (f
(k)
)
n
-a(z)有无穷多个零

点.这里 a(z)是 f 的一个小函数.

　　2006 年 ,文献[ 7]对文献[ 5]的结果作了进一步

的推广 ,得到定理:设 f是超越亚纯函数 , aj(j =1 ,2 ,

… ,m)为亚纯函数 ,并且是相对于 f 的小函数 ,am ≠

0 ,设

　　P[ f′] =am (f′)
m
+am-1(f′)

m-1
+…+a1 f′,

则当 n ≥2 ,m ≥2时 , fP
n
[ f′] 取任意非零有穷复数

无穷多次.

　　本文继续讨论 fP
n
[ f
(k)
] 的值分布问题 ,所得结

果推广了文献[ 7] 的结论.

1　相关引理

　　我们使用亚纯函数理论的标准术语及记号 , 如

T(r , f),m(r , f), N(r , f), N
-

(r , f),S(r , f), ….

　　引理 1
[ 5] 　设 f 是亚纯函数 , 且 f

(k) ≡0 , 则

N(r ,
1
f
(k))≤N(r ,

1
f
)+kN

-

(r , f)+S(r , f).

　　引理2　设 f 是超越亚纯函数 , aj(j =1 ,2 , … ,

m)为 f 的小函数 , am ≠0.记

　　P[ f
(k)
] =am (f

(k)
)
m
+am-1 (f

(k)
)
m-1
+… +

a1 f
(k),F = fP

n [ f(k)] -1 , α= P[ f(k)] ′
P[ f(k)]

, β = f″
f′
.

若 F仅有有限个零点且nm >1 ,则nα2-α′+αβ  0.

　　证明 　若不然 ,设 nα2 -α′+αβ ≡0.

　　当α≡0时 ,我们有P[ f(k)] 为常数函数 ,从而有
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T(r , f
(k)
)=S(r , f

(k)
),因此 f 为多项式 ,这与 f为超

越亚纯条件相矛盾.

　　当α 0时 ,由于 nα2 -α′+αβ ≡0 ,所以 nα+β

=α′
α
,两边积分并注意到α,β的定义得到 P

n[ f(k)] f′

=Aα,其中 A为非零常数.因此

　　Pn+1 [ f (k)] f′=A P[ f(k)] ′. (1)

　　再分别对(1)式和 P
n [ f (k)] f′=Aα进行讨论.

　　(I)由(1)式可得到下面 3个结论:

　　(i)f 的极点一定是某个a j 的极点或零点 ,因此

N(r , f)=S(r , f),所以

　　N(r , f)= N(r ,P[ f (k)])+ S(r , f)= N(r ,

(P[ f(k))′])+S(r , f)=S(r , f). (2)

　　(ii)P[ f
(k)
] 的零点均为 f 的极点 ,我们得到

　　N(r , 1
P[ f

(k)
]
)≤N(r , f)=S(r , f). (3)

　　(iii)f =-A
n
P
-n[ f(k)] +c ,其中 c为常数.因此

　　T(r , f)=nT(r , P[ f
(k)
])+S(r , f)=nmT(r ,

f
(k)
)+S(r , f). (4)

　　结合(1)式 ,(2)式 , (3)式和(4)式 ,我们得到

N(r , α)= S(r , f)=S(r ,P[ f
(k)
]), 而 m(r , α)=

S(r ,P[ f (k)]),所以

　　T(r , α)=S(r , f). (5)

　　(II)由 P
n
[ f

(k)
] f′=Aα并结合(5)式可得下面

2个结论:

　　(i)f′的零点均为α的零点或P
n
[ f

(k)
] 的极点 ,得

到

　　N(r , 1
f′
)≤ N(r ,Pn [ f (k)] )+S(r , f)=S(r ,

f). (6)

　　(ii)显然有

　　Pn [ f(k)] -A
α
f′
≡0. (7)

所以得到

　　nmT(r , f
(k)
)=T(r , f′)+S(r , f). (8)

结合 nα
2
-α′+αβ ≡0和(5)式 ,得到 T(r , β)=S(r ,

f).由 β的定义有 f″=βf′,因此 f
(k) =βk f′, 其中

T(r , βk)= S(r , f), 所以 T(r , f(k))= T(r , f′)+

S(r , f).结合(8)式有 nm =1 ,矛盾.

　　引理3　f ,P[ f(k)] ,F和α, β如引理2所设.令G

=
F′

P
n[ f(k)]

.若 F 仅有有限个零点 ,则

　　N
-

(r , 1
f
)≤ 1

n
N(r , 1

F′
)+N

-

(r ,Gβ +nαG -G′=

0 , f =0)+S(r , f),

其中 N
-

(r ,Gβ +nαG -G′=0 , f =0)为 Gβ +nαG -

G′与 f 的公共零点的精简计数函数.

　　证明 　由引理 2 ,有 nα2 -α′+αβ  0 ,且

　　f =
1
n
×
Gβ +nαG -G′
nα2 -α′+αβ

. (9)

　　记 n1 =n(r , f =0 ,P[ f
(k)
] =0),n2 =n(r , f =

0 ,P[ f
(k)
] ≠0 ,存在 j 使得 a j =0或 aj = ), n3 =

n(r , f =0 , P[ f
(k)
] =0 ,对每个 j使得a j =0和 ),

N 1 , N 2 , N 3(N
-

1 , N
-

2 , N
-

3)分别为其对应的计数函数

(精简计数函数),则 N
-

(r , 1
f
)=N

-

1 +N
-

2 +N
-

3.

　　显然 N 2 =S(r , f).

　　对于 N 1 :设 f(z 0)=0且 P[ f(k)(z 0)] =0 ,因

为 F′=P
n-1
[ f

(k)
] [ f′P [ f

(k)
] +nf(P[ f

(k)
])′] ,所以

F′(z 0)=0 ,且 z 0 至少是 F′的n 级零点.因此 N
-

1 ≤

1
n
N(r , 1

F′
).

　　对于 N 3:设 f(z 1)=0 ,且 P[ f (k)(z 1)] ≠0 ,及

a j(z 1)≠0 , ,则 z 1 不是α的极点 ,也不是 f 和a j 的

极点.

　　若 f′(z 1)=0 ,则 z 1 不是 β的极点.由(9)式 ,并

注意 z 1为 f的零点 ,得到 z 1是Gβ+nαG -G′的零点.

　　若 f′(z 1)=0 ,则 z 1至少是 f的 2级零点且为 β

的一级极点.由(9)式 ,得到 z 1 是Gβ +nαG -G′的零

点.所以 N
-

3 ≤ N
-

(r ,Gβ +nαG -G′=0 , f =0).

　　由上面对 N 1 , N 2 , N 3 的讨论 ,我们得到

　　N
-

(r , 1
f
)≤ 1

n
N(r , 1

F′
)+N

-

(r ,Gβ +nαG-G′=

0 , f =0)+S(r , f).

　　引理 4　f ,P[ f
(k)
] , α, β,F ,G如引理 3所设.则

　　N(r ,
1
G
)≤N(r ,

1
F′
)-(n-1)N(r ,

1
P[ f(k)]

)+

S(r , f).

　　证明 　若 G(z 0)=0 ,a j(z 1)≠0 , .由 G的定

义得到 z 0不是 f 的极点 ,从而不是 P[ f
(k)
] 的极点 ,

因此 P[ f
(k)
] G(z 0)=0 ,所以

　　N(r ,
1
G
)≤N(r ,

1
P[ f (k)]G

)+S(r , f). (10)

　　一方面 ,由 G的定义可知 ,对于 P[ f
(k)
] 的任一

零点当它不是 a j 的极点和零点时至多是G的一个简

单极点 ,从而不是 GP [ f
(k)
] 的极点.

　　另一方面 ,设 z 1为 f 的q级极点 ,但不是 a j(j =

1 , 2 , …, m)的极点 ,则 z 1是P[ f (k)] 的m(q+k)级极

点 ,是 G的q +1级极点.从而不是 GP [ f (k)] 的零点.

而 P[ f
(k)
] 的极点必为 f 的极点或某个为a j 的极点
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或零点.

　　注意到 F′=P
n-1 [ f(k)] GP[ f(k)] ,结合以上

两方面的讨论 ,我们得到

　　(n -1)N(r , 1
P[ f

(k)
]
)+ N(r , 1

GP[ f
(k)
]
)=

N(r , 1
F′
)+S(r , f).

再结合(10)式 ,有

　　N(r , 1
G
)≤N(r , 1

F′
)-(n-1)N(r , 1

P[ f
(k)
]
)+

S(r , f).

　　引理5
[ 11] 　设Q1[ f ] 和Q2 [ f ] 是 f 的两个拟微

分多项式 ,满足 f
n
Q1 [ f ] =Q2 [ f ] ,则当 n ≥ rQ

2
时 ,

m(r , Q1 [ f ])=S(r , f),其中 rQ
2
为 Q2 [ f ] 的次数.

2　主要结论

　　定理 1　设 f 是超越亚纯函数 ,a j(j =1 ,2 , …,

m)为 f 的小函数 , am ≠0.记

　　P[ f
(k)
] =am (f

(k)
)
m
+am-1 (f

(k)
)
m-1
+… +

a1 f
(k) ,

则当 n ≥2 , 及 lim
r※

T(r , f(k))
T(r , f′)

nm - 1 +3n
n(1+k) >1

时 , fP n [ f(k)] 取任意非零有穷复数无穷多次.

　　证明　令 F , α, β如引理2所设 ,G如引理3所设.

不失一般性 ,不妨设 c =1.若不然 ,设 F 仅有有限个

零点.

　　因为F′
F
F =F′,结合 F 的定义有F′

F
(fP n [ f (k)-

1)=F′,于是
F′
F
f P

n
[ f

(k)
] -F′=

F′
F
.由G的定义 ,有

F′=GP
n [ f(k)] .结合α的定义 ,有G= f′+nfα.于是

　　F′
F
f P

n [ f (k)] -P
n[ f(k)](f′+nfα)=F′

F
.

所以

　　fP
n [ f(k)] H =F′

F
, (11)

其中 H =
F′
F
-

f′
f
-nα.

　　显然 m(r , H)=S(r , f).

　　如果 H ≡0 ,由(11)式有F′≡0 ,于是 F为常数

函数 ,从而 fP
n [ f(k)] 为常数函数 ,设 fP

n [ f(k)] =A.

　　如果 A =0 ,我们有P
n[ f (k)] ≡0为常数 ,这与已

知条件矛盾.

　　如果 A ≠0 ,由引理5有m(r , P
n
[ f
(k)
])=S(r ,

f
(k)
).由 fP

n
[ f
(k)
] = A 还得到 N(r , P

n
[ f

(k)
])=

S(r , f(k))和 T(r , Pn [ f(k)] )=T(r , f)+O(1),因此

T(r , Pn[ f(k)])=S(r , Pn[ f(k)]).从而得到 P
n [ f (k)]

为常数函数 ,进而 f 为常数函数 ,这与 f 为超越亚纯

相矛盾.

　　由(11)式知 ,当 f 的极点不是a j(j =1 ,2 , … ,

m)的零点与极点时均不是 H 的极点 ,而是 H 的零点

和 P[ f(k)] 的极点(否则(7)式左边极点的级数至少

是 2 ,而右边的极点的级数为 1 ,矛盾).所以

　　N(r ,
1
H
)≥N(r , f)+n(r , P[ f

(k)
])-N

-

(r , f)+

S(r , f)≥nN(r , P[ f
(k)
])+S(r , f). (12)

　　再由 H的极点来自F , f ,P[ f(k)] 的零点及a j(j

=1 ,2 , … ,m)的零点与极点 ,且均为一级极点.于是

　　N(r , H)≤ N
-

(r ,
1
F
)+ N

-

(r ,
1
f
)+ N

-

(r ,

1
P[ f

(k)
]
)+S(r , f). (13)

　　由(11)式 ,我们还得到 P
n [ f(k)] = F′

F f H
,所以

　　m(r , P[ f
(k)
])≤m(r ,

1
f
)+m(r ,

1
H
)+m(r ,

F′
F
)+S(r , f)≤m(r ,

1
f
)+N(r , H)-N(r ,

1
H
)+

m(r , H)+S(r , f). (14)

　　显然 G  0 ,设 F1 =β+nα-
G′
G
,则 F1 的极点

来自 G ,P[ f (k)] , f′的零点及 f 与a j(j =1 , 2 , … ,m)

的极点 ,且 F1的每一个极点都是一级的 ,而 f 的重零

点是 G的零点.所以

　　N(r , Gβ +nαG -G′=0 , f =0)=N(r ,
1

GF 1
)+

N(r ,
1
F1
)+S(r , f)≤ N(r ,

1
G
)+T(r ,

1
F1
)-m(r ,

1
F1
)+S(r , f)≤N(r , 1

G
)+T(r ,F1)-m(r , 1

F 1
)+

S(r , f)≤N(r , 1
G
)+N(r ,F1)+m(r , F1)+S(r ,

f)≤N(r , 1
G
)+N(r ,F1)+S(r , f)≤N(r , 1

G
)+

N(r ,
1
G
)+N

-

(r ,
1

P[ f(k)]
)+N

-

(r ,
1
f′
)+N

-

(r , f)+

S(r , f)=2N(r , 1
G
)+N

-

(r , 1
P[ f

(k)
]
)+N

-

(r , 1
f′
)+

N
-

(r , f)+S(r , f). (15)

　　由引理 3 ,有

　　N
-

(r , 1
f
)≤ 1

n
N(r , 1

F′
)+N

-

(r ,Gβ +nαG-G′=

0 , f =0)+S(r , f). (16)

由引理 4 ,有

　　N(r ,
1
G
)≤N(r ,

1
F′
)-(n -1)N(r ,

1
P[ f(k)]

+
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S(r , f). (17)

　　结合(12)～ (17)式及引理 1 ,我们得到

　　nm(r ,P[ f (k)])≤ m(r , 1
f
)+ N

-

(r , 1
F
)+

1 +2n
n

N(r ,
1
F′
)+ N

-

(r , f)+ N
-

(r ,
1
f′
)-nN(r ,

P[ f(k)])+S(r , f)≤m(r , 1
f
)+1+3n

n
N(r , 1

F
)+

1 +3n
n

N
-

(r , f)+N
-

(r , 1
f′
)-nN(r , P[ f(k)])+

S(r , f).

所以

　　nT(r , P[ f(k)])≤T(r , 1
f′
)+1 +3n

n
N(r , 1

F
)+

1 +3n
n

N
-

(r , f)+S(r , f)≤T(r , f′)+
1 +3n
n

N(r ,

1
F
)+1+3n

n
N
-

(r , f)+S(r , f). (18)

　　又因为 f 的 t级极点 ,当它不是 a j(j =1 ,2 , …,

m)的零点和极点时 ,即为 P[ f (k)] 的(t +k)m 级极

点 ,所以 N
-

(r , f)≤ 1
(t +k)m

N(r , P[ f(k)])+S(r ,

f),代入(18)式 ,有

　　nT(r , P[ f(k)])≤ T(r , f′)+ 1+3n
n(1 +k)m

N(r ,

P[ f
(k)
])+

1+3n
n

N(r ,
1
F
)+S(r , f)≤ T(r , f′)+

1 +3n
n(1+k)m

T(r , P[ f(k)])+1+3n
n

N(r , 1
F
)+

S(r , f),

因此

　　m n -
1 +3n

n(1 +k)m
T(r , P[ f(k)])≤ T(r , f′)+

1 +3n
n

N(r , 1
F
)+S(r , f).

因为 F 仅有有限个零点 ,则 m n- 1+3n
n(1 +k)m

T(r ,

P[ f(k)])≤T(r , f′)+S(r , f).所以

　　lim
r※

T(r , f (k))
T(r , f′)

nm - 1 +3n
n(1+k)

≤1 ,

这与已知条件相矛盾.

　　例 　设 P[ f(k)] =(f(k))m , f =e
z ,则 fP [ f(k)]

=e
(m+1)z .由于 fP[ f(k)] =e

(m+1)z 为整函数且取不到

零值 ,因此取非零值无穷多次.
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科学家发现癌症肿瘤抗药机理

　　现在治疗癌症的主要方法之一是化学疗法 ,但是相关药物对不同的癌症患者效果差异也很大 。对此 ,美国

科学家分别从研究紫杉醇等抗癌药物的效果入手和从研究俗称“血癌”的白血病入手 ,研究癌症肿瘤抗药机理 。

紫杉醇会使肿瘤细胞无法分裂并最终死亡 ,这种药物通过降低一种名为 MCL1的蛋白质含量而起作用。研究

人员发现 ,如果患者 FBW7基因发生变异或者缺失 ,这种蛋白质的含量就会居高不下 ,紫杉醇也就无法起到应

有的抗癌作用。研究白血病患者的研究人员也同样发现 ,携带有已变异的 FBW7基因的患者体内癌细胞往往

更难被消除。这说明 FBW7的基因发生变异可能是癌症肿瘤具有抗药性的原因 。这个 FBW7基因的变异所

导致的抗药性可能出现在多种癌症中 ,如乳腺癌和肠癌等 ,但是仍然可以通过其他一些方法来应对这种抗药

性。美国科学家的这一发现将有助医生对不同类型的癌症患者对症下药。因此 ,在癌症治疗中可能需要先进

行基因检测 ,根据患者携带基因的不同 ,来确定使用哪些药物才会起到更好的治疗效果。

(据科学网)
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