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　　考虑由如下常微分方程描述的确定性动力学系

统

　　 x = f ( x ,T) ,x ( 0) = x 0∈ R
n ( 1)

式中T为参数 .对给定的T,设 xs ( t ,T)为系统 ( 1)的稳

态解 ,如果 xs ( t ,T)当T在T= Tc附近的定性性质发生

变化 ,例如当T< Tc时 , xs ( t ,T)稳定 ,当 T> Tc时 ,

xs ( t ,T)不稳定 ,则称Tc为系统 ( 1)的分叉点 .至于

xs ( t ,T)的稳定性 ,通常是将方程 ( 1)在 xs ( t ,T)处线

性化 ,再根据线性化后方程的零解的稳定性来确定 .

由于实际系统中不可避免地受到随机因素的干

扰 ,考虑受随机扰动后系统 ( 1)变为

　　 x = f (x ,T,ea( t ) ) , x ( 0) = x 0∈ R
n ( 2)

式中a( t )为一随机过程 ,e为其强度 . ( 2)式中的平稳

解 xs ( t )相当于 ( 1)式中的稳态解 .同样地要问什么

是随机系统 ( 2)的分叉点?同确定性系统 ( 1)的分析

类似 ,首先将系统 ( 2)在平稳解 xs处线性化 ,得线性

化后的方程为

　　v = A ( xs ( t ) ,a( t ) )v ,v ( 0) = v0∈ R
n

( 3)

式中 A (x ,a)是 n× n雅可比矩阵 ( f i / xj ) .

　　方程 ( 3)零解的稳定性可由其 Lyapunov指数来

确定

　　λ= lim
t→+ ∞

1
t
log‖ v ( t ,v0 )‖

根据 Oseledec乘法遍历性定理
[1 ]
, 系统 ( 3) 的

Lyapunov 指数有 n 个实数 , 当且仅当其最大

Lyapunov指数λmax < 0时 ,系统 ( 3)的零解是几乎必

然稳定的 ,这样根据最大 Lyapunov指数λmax = 0确定

出来的点T= Tc称为系统 ( 2)的随机分叉点 .这种确

定随机分叉的准则与确定性系统中是一致的 ,并已应

用于随机动力学系统的研究中 ,如 Arnold [2 ]等 .但也

有许多研究者 ,例如 Horsthemke和 Lefever [3 ]等 ,是

从系统响应的稳态概率密度的角度来给出系统 ( 2)

随机分叉点的定义 ,即如果稳态概率密度的几何形状

在T= Tc附近发生本质的变化 ,例如当T< Tc时为半

峰函数 ,当T> Tc时为单峰函数 ,则Tc称为随机分叉

点 .

上述两种不同的分叉准则可能给出不同的分叉

点 , Ariaratnam[4 ]首先注意到这个问题 ,他举了一个

例子 ,说明由两种分叉准则给出的分叉点是不同的 .

本文则根据一些实例来解析上述两种不同观点 .

1　一些例子

　　例 1　考虑如下的随机系统

　　 x + x
2 (U+

4T
x
2 + x 2

) x + x = ea( t )x ( 4)

式中T,U,e为参数 ,a( t )为单位强度的高斯白噪声 .

由 Lin和 Cai[5 ] ,当e= 0,即无随机扰动时 ,如果T<
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0,系统 ( 4)有一稳定的极限环 ;如果T> 0,系统 ( 4)

的稳态解为零解 x = x = 0.当e> 0即存在随机扰动

时 ,响应的稳态概率密度为

　　 p (x , x ) = c (x
2
+ x 

2
)
- ( 4T/e2)

exp [ -
U
e
2 (x

2
+ x 

2
) ] ( 5)

式中 c为归一化常数 .

设T,U,e均为小参数 ,令 x 1 = x , x2 = x ,方程 ( 4)

可写为如下 Stratonov ich意义下的随机微分方程

dx 1 = x2 dt

dx 2 = - [x 21 (U+
4T

x
2
1 + x

2
2
) x2 + x 1 ]dt+ ex 1d* w

( 6)

式中 w ( t )为标准 Wiener过程 , d* w表示随机过程

w ( t )的增量 ( Stratonovich积分意义下 ) .作极坐标变

换

　　 x 1 = rco sθ, x2 = rsinθ

可将方程 ( 6)化为

dr = -
1
4
( 4T+ Ur 2 )r sin22θdt+

1
2
ersin2θd* w

dθ= - [1+ ( 4T+ Ur 2 ) sinθcos3θ]dt - e2co s2θd* w

( 7)

由于T,U,e均为小参数 , r ,θ可近似看成为 Markov过

程 ,通过随机平均 [6 ] ,支配 r ,θ的 Ito随机微分方程为

　　dr =
1
2 ( - T+

3
8e

2
-
U
4 r

2
)rdt+

2
4 erdw

1

( 8)

　　dθ= - dt +
6
4
edw 2 ( 9)

式中 w 1 ( t ) , w 2 ( t )为相互独立的标准 Wiener过程 ,

dw 表示随机过程 w ( t )的增量 ( Ito积分意义下 ) .设

rs ( t ) ,θs ( t )分别表示方程 ( 8) , ( 9)的平稳解 ,令

　　 r = rs + v ,v = e
d

( 10)

将方程 ( 8)在 rs处线性化后可得

　　dd= 1
2
(- T+ 1

4
e2 - 3

4
Ur 2s ) dt+ 2

4
edw1

( 11)

由上式可知幅值过程 rs ( t )的最大 Lyapunov指数为

　　λ=
1
2
( - T+

1
4
e
2
-

3
4
UEr

2
s ) ( 12)

当 rs = 0时 ,可得零解的最大 Lyapunov指数为

　　λ0 = -
T
2
+

1
8
e2 ( 13)

为求出非零解的最大 Lyapunov指数 ,当 rs ( t )≠ 0时 ,

由 ( 8)式可得

　 dlnrs =
1
2
( - T+

1
4
e2 -

U
4
r
2
s )dt +

2
4
edw 1

( 14)

( 14)式两边取数学期望 ,并注意到对平稳过程 rs ( t ) ,

有
dE lnrs
dt

= 0,故有

　　 Er
2
s =

1
U
( - 4T+ e2 ) ( 15)

将 ( 15)式代入 ( 12)式可得非零解的最大 Lyapunov

指数为

　　λ1 = T-
1
4e

2
( 16)

　　由 ( 8)式可得平稳过程 rs ( t )的稳态概率密度为

　　 p (r ) = cr
Vexp( -

U
e2

r
2 ) ,V= 1 -

8T
e2

( 17)

式中 c为归一化常数 .

( 17)式与方程 ( 4)的精确稳态概率密度表达式

( 5) 是一致的 ,即通过极坐标变换由 ( 5)式可得 ( 17)

式 .从而表明随机平均法给出了精确的幅值过程的稳

态概率密度 .

下面根据前述的两种不同的分叉准则来讨论系

统 ( 4)的随机分叉 .如果将T做为分叉参数 ,根据零解

和非零解的最大 Lyapunov指数λ0 ,λ1的表达式 ( 13) ,

( 16)可知 ,T= Tc=
e
2

4为系统的分叉点 .当T<Tc时 ,

λ0 > 0,λ1 < 0,即系统 ( 4)的零解不稳定 ,非零解稳

定 ;当T> Tc时 ,λ0 < 0,λ1 > 0,即系统 ( 4)的零解稳

定 ,非零解不稳定 .

　　 如果根据系统响应的稳态概率密度的形状来

看 ,由 ( 17)式可知 ,当U> 0时 , ( 17)式中的常数 c可

归一化 ,即存在稳态概率密度的充分必要条件是

　　T<
e2

4
= T( 1)c

当T≥
e2

4
时 , p (r )退化为 delta函数W(r ) ,从而T( 1)c 是

系统 ( 4)的分叉点 .当
e2

8
<T<

e2

4
时 , p (r )为半峰函

数 ,当T<e
2

8
时 ,p (r )为单峰函数 ,故T= e

2

8
= T( 2)c 也

为系统 ( 4)的分叉点 . p (r )的图形见图 1,稳态响应分

叉图见图 2.

　　从物理上讲 ,T为系统的阻尼项 ,当T>
e2

4
时 ,系

统的阻尼足够大 ,对任意初值 ,系统的响应都将趋于

零 ,即系统的稳态概率密度为 del ta函数W(r ) ,这时根

据最大 Lyapunov指数和稳态概率密度得出的分叉点

Tc ,T( 1)c 是一致的 .当T<
e2

4
时 ,系统的阻尼不够大 ,此

时系统有非零的稳态响应 ,稳态概率密度存在 ,但对

不同强度的随机扰动 ,系统响应的强度可能不同 ,且

其稳态概率密度的形状也可能发生本质性的变化 ,例

如从半峰变为单峰 ,据此可得系统的第二个分叉点

T( 2)c ,此分叉点不可能由最大 Lyapunov指数为零得

到 .
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如果将U作为分叉参数 ,由 ( 17)式可知 ,当U< 0

时 , p (r )不存在 ,当U> 0时才存在 ,故U= Uc = 0为

分叉点 .当U < 0时 ,由 ( 15)式可知 ,如果有非零稳态

解存在 ,则必有T> e
2

4
,由 ( 16)式可知此非零解是不

稳定的 ;而当T< e
2

4
时 ,由 ( 15)式可知系统 ( 4)不存

在非零稳态解 ,而由 ( 13)可知此时零解不稳定 ,综上

所述 ,当U < 0时 ,系统的响应将趋于无穷 ,实际上此

时系统 ( 4)为一自激系统 .而当U> 0时 ,系统的稳态

解可能是稳定的 (这在上面已讨论过 ) ,故U= 0也为

系统的稳定性分叉 ,即根据两种准则得到的分叉点是

一致的 .

图 1　稳态概率密度

Fig. 1　 Steady probability density

图 2　稳态响应分叉图

Fig. 2　 Bifurca tion o f steady response

　　例 2　考虑如下同时受随机外激和参激的系统

　　　　 x + [a + b( x2 + x 2 ) d ]x + x

　　 = e1 x
2
+ x 

2
a1 ( t ) + e2a2 ( t ) ( 18)

式中a1 ( t ) ,a2 ( t )为相互独立的单位强度的高斯白噪

声 ,由文献 [7 ]可知 ,系统 ( 18)响应的稳态概率密度

为

　　 p (x , x )

= c

e
2
1 (x 2 + x 2 ) + e

2
1

exp -∫
x2+ x 2

0

a+ b_
d

e
2
1_ + e

2
2
d_

( 19)

设 a ,b ,e1 ,e2均为小参数 ,同例 1的作法 ,经随机平均

后 ,可得关于幅值 r ( t )的 Ito方程为

　　 dr = [-
1
2
(a+ br

2d
)r +

1
2
e
2
1r +

e
2
2

4r
]dt

+ 2
2
e1rdw 1 ( t ) + 2

2
e2dw 2 ( t ) ( 20)

式中 w 1 ( t ) , w2 ( t )为相互独立的标准 Wiener过程 ,由

( 20)可知 r ( t )的稳态概率密度为

　　 p (r ) =
cr

e
2
1r

2
+ e

2
2

exp -∫
r2

0

a + bu
d

e
2
1u + e

2
2
du

( 21)

上式与 ( 19)式是一致的 .

先考虑没有外激 ,即 e2 = 0的情形 ,此时 ( 20)变

为

　　 dr = [ -
1
2
(a + br

2d )r +
1
2
e
2
1r ]dt +

2
2
e1rdw 1 ( 22)

　　 同例 1的解法 ,可得系统 ( 22)的零解和非零解

的最大 Lyapunov指数λ0 ,λ1分别为

　　
λ0 =

e
2
1

4
- a

2

λ1 = - d(
e
2
1

2
- a ) , Er

2d
s =

1
b
(
e
2
1

2
- a )

( 23)

　　由 ( 23)式可知 ,a = ac =
e21
2
为系统的分叉点 .当

d > 0时 ,如果 a < ac ,则λ0 > 0,λ1 < 0,即零解不稳

定 ,非零解稳定 ;如果 a > ac ,则λ0 < 0,λ1 > 0,即零解

稳定 ,非零解不稳定 .当 d < 0时 ,如果 a < ac ,则λ0>

0,λ1 > 0,即零解和非零解同时不稳定 ;如果 a > ac ,

则λ0 < 0,λ1 < 0,即零解和非零解同时稳定 .如果将 d

作为分叉参数 ,则 d = dc = 0应为系统的分叉点 .

当e2 = 0时 ,由 ( 21)式可知 ,如果将T作为分叉

参数 ,则T( 1)c = e21 ,T( 2)c =
e21
2
为系统的两个分叉点 ,设

b > 0,d > 0,当 T≥T
( 1)
c 时 ,稳态概率密度 p (r )为

W(r ) ;当T
( 2)
c < T<T

( 1)
c 时 , p (r )为半峰函数 ;当T<

T
( 2)
c 时 ,p ( r )为单峰函数 .如果将 d作为分叉参数 ,则

d = dc = 0为分叉点 ,当 d < dc时 ,p (r )不存在 ;当 d

> dc时 , p (r )才可能存在 .如果将 b作为分叉参数 ,则

b = bc = 0为分叉点 ,当 b < bc时 , p (r )不存在 ;当 b>

bc时 , p( r )才可能存在 .

下面讨论e2≠ 0,即有外激的情形 .
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若 r > 0,d < 0,则 p (r )不存在 .

当 d < 0或 b = 0时 ,若 a >
e
2
1

2
,p (r )为W(r ) ;若

a <
e
2
1

2
,则 p (r )不存在 ,此时即使有非线性阻尼 (b≠

0) ,仍不足以限制由于随机参激引起的幅值增长 .在

物理上 ,这表明由于随机参激输入系统的能量总是大

于系统消耗的能量 ,从而使系统的状态趋向于无穷 .

从例 2可见 ,影响系统最大 Lyapunov指数的参

数有 a ,e1 , d ,而影响稳态概率密度的参数有 a ,b,d ,

e1 ,e2 ,即系统中的几乎所有参数都会影响稳态概率

密度 ,根据最大 Lyapunov指数和稳态概率密度这两

种准则得到的分叉点不可能完全一致 .下面举一个一

般性的例子说明这一问题 .

例 3　考虑如下同时受随机外激和参激的系统

　　　　 x + a f (x 2 + x 2 )x + x

　　 = e1 x
2
+ x 

2
a1 ( t ) + e2a2 ( t ) ( 24)

式中 f (u )是具有二阶连续导数的函数 ,a1 ( t ) ,a2 ( t )

为相互独立的单位强度的高斯白噪声 ,由文献 [8]可

知 ,系统 ( 24)响应的稳态概率密度为

　　p (x , x )

=
c

e
2
1 (x 2 + x 2 ) + e

2
2

exp -∫
x
2
+ x 2

0

a f (u )
e21u+ e22

du

( 25)

设 a ,b,e1 ,e2均为小参数 ,同例 1的作法 ,经随机平均

后 ,可得关于幅值 r ( t )的 Ito方程为

　　dr = [-
1
2
af (r2 )r+

1
2
e
2
1r +

e
2
2

4r
]dt

+
2
2 e1r dw1 +

2
2 e2dw2 ( 26)

式中 w 1 ( t ) , w 2 ( t )为相互独立的标准 Wiener过程 ,由

( 26)可得 r ( t )的稳态概率密度为

　　 p (r ) =
cr

e21r2+ e
2
2

exp -∫
r 2

0

a f ( u)
e21u + e22

du ( 27)

与 ( 25)式是一致的 .

由 ( 27)可知 ,c可归一化即 p (r )存在的充分必要

条件是当 r→∞时 ,存在常数T> - 1,使得

　　
a f (r

2
)r
T

r
2 → 0

由 ( 26)可得系统 ( 24)的最大 Lyapunov指数为

　　λ= - a
2
{Ef (r

2
s ) + 2E [f′(r 2s )r 2s ] } +

e
2
1

4
( 28)

显然由 ( 28)式令λ= 0得到的系统的分叉参数与根

据由 ( 27)式定义的 p (r )的形状变化而得到的分叉参

数不可能是完全一致的 .

实际上 ,即使有相同的稳态概率密度 ,系统的性

质也可能是完全不同的 .下面的例子将说明这一点 .

例 4　考虑如下 5类系统

A: x + Ux + g ( x ) = e1a1 ( t ) ( 29)

B: x + Ux 2x + g ( x ) = e1xa1 ( t ) ( 30)

C: x -
e
2
1

2 x
 + Ux 

3
+ g (x ) = e1x a1 ( t ) ( 31)

D: x + U( 1+
e
2
2

e
2
1
x
2 )x + g (x )

　　 = e1a1 ( t ) + e2xa2 ( t ) ( 32)

E: x + (U-
e
2
3

2
) x + U(

e
2
2

e
2
1
x
2+
e
2
3

e
2
1
x 2 )x + g (x )

　　 = e1a1 ( t ) + e2xa2 ( t ) + e3x a3 ( t ) ( 33)

式中a1 ( t ) ,a2 ( t ) ,a3 ( t )为相互独立的单位强度的高

斯白噪声 ,虽然支配系统 A ～ E稳态概率密度的

FPK方程各不相同 ,但由文献 [5 ]可知 ,上述系统具

有相同的稳态概率密度

　　 p (x , x ) = cexp -
U
e
2
1
[x 

2
+ 2∫

x

0
g (u ) du ]

系统 A～ E称为等价随机系统 ,但这些系统的本

质显然是不同的 .系统 A为随机外激系统 ,B ,C为参

激系统 ,D , E为同时具有外激和参激的系统 .

下面我们分别研究这些系统的最大 Lyapunov指

数 .设U,e1 ,e2 ,e3为小参数 ,取 g ( x ) = x ,容易求出系

统 A零解的最大 Lyapunov指数为

　　λ0 = -
U
2

系统 B为例 1中系统 ( 4)T= 0时的特例 ,由例 1

可知 ,B的零解和非零解的最大 Lyapunov指数分别

为

　　B:λ0 =
e
2
1

8
> 0,λ1 = -

e
2
1

4
< 0

由于U,e1 ,e2 ,e3为小参数 ,同例 1的作法 ,不考虑

外激 ,经过随机平均后可得 r ( t )的 Ito方程为

　　C: dr = - (
1
8
e
2
1r+

3
8
Ur

3
) dt+

6
4
e1rdw 1

　　 D: dr = -
U
2 ( 1+

e22
4e

2
1
r
2
)rdt+

2
4 e

2rdw 1

　　 E: dr = [-
U
2
r + (

1
8
e22 +

3
8
e23 ) r + U(

e
2
2

8e21
+

3e23
8e

2
1
)r

3
) ]dt+

2
4 e

2rdw 1 +
6
4 e

3rd w2

从而可得系统 C ,D , E的最大 Lyapunov指数分别为

　　C:λ0 =
e
2
1

4 > 0,　λ1 = -
e
2
1

2 < 0
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　　D:λ0 = - U
2
+
e
2
2

8
,　λ1 = U-

e
2
2

4

　　E: λ0 = -
U
2 +

e
2
2

16+
3
16e

2
3 ,

　　λ1 = U-
e
2
2

8
-

3
8
e
2
3

由系统 A～ E的最大 Lyapunov指数的表达式可

知 ,当U> 0时 ,系统 A的零解稳定 ,反之不稳定 .系

统 B ,C的零解不稳定 ,非零解稳定 .U=
e22
4
为系统 D

的分叉点 ,U=
e22
8
+

3
8
e
2
3 ,为系统 E的分叉点 .

2　小结

对确定性系统而言 ,所谓分叉 ,是指一个动态系

统随着某个参数的变化 ,其定性性质 (稳定性、拓扑结

构 )发生变化 .所谓随机分叉 ,则是指由参数的随机

扰动引起的动态系统的定性性质的变化 [ 9] .

由于描述随机系统的动态性质的量有很多 ,例如

最大 Lyapunov指数、稳态概率密度、响应的矩等 ,不

妨将这些量称为特征量 ,故根据不同特征量得出的随

机分叉点可能是不同的 .这从上面的 4个例子中可以

看出 ,由最大 Lyapunov指数和稳态概率密度得到的

分叉点不是完全一致的 .注意到 ,根据响应的各个不

同阶矩的稳定性所得到的系统的稳定性边界不尽相

同 ;所以 ,不同的随机分叉定义导致不尽一致的结果

是不足为奇的 .
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广西科技工作 “九五” 势头好

　　 “九五” 期初 , 广西科技工作呈现了各级第一把手抓科技、 科技投入增加、 科技与经济紧密结合的前所

未有的好形势。

　　继自治区成立了以成克杰主席为组长的科技领导小组之后 , 全区已有 11个地、 市 , 61个县 (市 )成立了

科技领导小组。自治区还建立了以区科委为组长单位 , 区党委宣传部、 区科协为副组长单位 , 区财政厅等 13

个厅局为成员单位的自治区科普工作联席会议制度。在南宁推出了每月一次的 “科技集市”。全区科普工作初

步形成了 “高科技、 高起点、 新思路、 新形式、 实用、 实效” 的工作思路。全区科技投入占财政支出在 1995

年 1. 39%的基础上 , 1996年又有新的增加 ; 自治区本级科技三项经费比 1995年增长了 14% , 并拨出 500万

元建立了主席科技基金 ; 桂林、 北海、 南宁三市的科技三项经费预算均比 1995年增加了一倍多 ; 地处贫困地

区的南丹县科技三项经费由去的 110万元增加到 400万元 ; 全区 15个地、市 , 81个县 (市 )建立了科技发展

基金 , 总金额达 3700多万元。

(贺根生 )
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