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A New Memory Quasi-Newton Method with Curve

Search Rule

陈凤华 ,张　聪 ,房明磊

CHEN Feng-hua, ZHANG Cong , FANG Ming-lei

(桂林电子科技大学数学与计算科学学院 ,广西桂林　 541004)

( School of Mathematics and Computa tional Science, Guilin Univ ersity of Elect ronic Technology,

Guilin, Guangxi , 541004, China)

摘要:利用新的曲线搜索方法 ,提出一种解决无约束优化问题的记忆拟牛顿算法 ,给出该算法全局收敛的条件并

进行数值实验 .新算法由曲线搜索确定迭代步长 ,搜索方向用到当前迭代点信息的同时还用到上一次迭代点的

信息 ,而且搜索方向与迭代步长同时确定 ,是一种有效的算法 .

关键词:无约束优化　记忆拟牛顿算法　全局收敛　曲线搜索
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Abstract: By means of a new curve sea rch rule, we propose a new memory quasi-New ton method for

unconstrained optimization problems. A g lobal convergent result is proved and numerical

experiments are ca rried out. The step-size of the new alg orithm is determined by the new curve
search rule. The search direction not only make use of the current iterative information but also the

previous i terativ e info rmation. Mo reover, the search direction and the step-size are determined

simultaneously at each iteration. Numerical results show that the alg orithm is ef fectiv e.

Key words: unconst rained optimization, memory quasi-New ton method, g lobal converg ence, curve

search rule

考虑优化问题

min f (x ) , x∈ Rn , ( 1)

其中 f : R
n
→ R为连续可微函数 .求解问题 ( 1)的迭

代形式为

x
k+ 1= x

k+ Tkd
k ,k= 1, 2,… , ( 2)

其中 d
k是搜索方向 ,Tk是迭代步长 .为了方便 , 记

 f (x
k )为 g

k , f (x
k )为 f k , f (x

* )为 f
* .

在 ( 2)式中 , 若 d
k = - B

- 1
k g

k , Bk是 Hessian阵

 2
f ( x

k )的近似 , 则相关的下降算法是拟牛顿算

法 [1 ] . 通常的算法要求搜索方向 d
k满足

g
kT
d
k < 0, ( 3)

这样才能保证 d
k是下降方向 .

记 r
k= x

k+ 1- x
k , yk=  f (xk+ 1 ) - f ( xk ) ,若

r
k T
y
k充分小 , 那么用 BFGS形式、 DFP形式或其它拟

牛顿形式修正 Bk为 Bk+ 1 , Bk+ 1满足拟牛顿条件 Bk+ 1

yk= r
k .

传统的线搜索下的拟牛顿算法 [ 1]是先确定搜索

方向 ,搜索方向由 d
k= - B

- 1
k g

k确定 ,然后沿着搜索

方向由线搜索确定步长 ,搜索方向 d
k与迭代步长 Tk

无关 .本文提出的曲线搜索下的新拟牛顿算法的特

点是: (Ⅰ )搜索方向是迭代步长的向量函数 ,搜索方

向和迭代步长是同时确定的 ; (Ⅱ )搜索方向用到当

前迭代点信息的同时 ,还用到上一次迭代点的信息 ;

(Ⅲ )由曲线搜索确定迭代步长 .

1　算法描述

对问题 ( 1)作基本假设:

H1　函数 f 在 L0上有下界 ,其中 L 0= {x∈ R
n
|

f (x )≤ f (x
1 ) } , x

1给定 .

H2　梯度函数 g在开凸集 B上 Lipschitz连续 ,

即存在常数 L> 0满足

 g( x ) - g( y ) ≤ L x- y , x , y∈ B . ( 4)

新算法的曲线搜索方法:在每步迭代中 , 步长Tk

满足
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　　 f (x
k
+ Td

k
(T) ) - f k≤_ 1Tg

k T
d
k
(T) ( 5)

和

g
T ( x

k+ Td
k (T) )d

k (T)≥_ 2g
k T
d

k (T) , ( 6)

其中 0 <_ 1 <
1
2
<_ 2 < 1.

定义

sk=

1,k= 1,

g
k T
B

- 1
k g

k

g
k T
B

- 1
k g

k+ |gkT dk- 1|
,k≥ 2.

( 7)

构造搜索方向:

d
k
(Tk )=

- B
- 1
k g

k ,k= 1,

- [ ( 1-
Tk sk
1+ Tk ) B

- 1
k g

k
+

Tk sk
1+ Tk

d
k- 1

] ,k≥ 2.

( 8)

为了方便 ,记 d
k
(Tk )为 d

k
.由 ( 8)式可以知道 , k

≥ 2时 ,搜索方向 d
k
是迭代步长 Tk 的向量函数 .把

( 7)式和 ( 8)式代入 ( 5)式和 ( 6)式得到关于Tk的不等

式 ,求得Tk ,Tk代入 ( 8)式 ,确定 d
k
,即搜索方向 d

k
和

迭代步长Tk是同时确定的 .

算法 1

步骤 1: 给定 x
1和 B1 , x

1∈ R
n , B1为单位矩阵 ,置

k: = 1.

步骤 2:若 g
k = 0停止! 否则转步骤 3.

步骤 3:按 ( 7)式和 ( 8)式确定搜索方向 ,按 ( 5)式

和 ( 6)式确定搜索步长 ,置 x
k+ 1

= x
k
+ Tkd

k
(Tk ) .

步骤 4:令 k: = k+ 1, 转步骤 2.

2　算法的收敛性分析

引理 1　对任何 k≥ 2, 有 - g
kT
d
k≥

g
k T
B

- 1
k g

k

1+ Tk
.

证明　当 k≥ 2时 ,

- g
k T
d

k
= - g

kT
[- ( 1-

Tk sk
1+ Tk

) B
- 1
k g

k
-

Tk sk
1+ Tkd

k- 1 ]= ( 1-
Tk sk
1+ Tk

) g
k T
B

- 1
k g

k+
Tksk
1+ Tk g

k T
d
k- 1=

g
kT
B

- 1
k g

k -
Tksk
1+ Tk

( g
kT
B

- 1
k g

k - g
k T
d
k- 1 )≥ g

kT
B
- 1
k g

k -

Tk sk
1+ Tk (g

k T
B

- 1
k g

k
+ |g

kT
d
k- 1
|)= g

kT
B

- 1
k g

k
-
Tk

1+ Tk 

g
kT
B

- 1
k g

k=
g
k T
B

- 1
k g

k

1+ Tk
.

引理 2　对任何 k≥ 2, 有 d
k
 

2
≤ max { B

- 1
k g

k

 
2
,  d

k- 1
 
2
}≤ B

- 1
k g

k
 

2
+  d

k- 1
 

2
.

证明　当 k≥ 2时 ,

　　 dk 2= [ ( 1-
Tk sk
1+ Tk

) B- 1
k g

k+
Tksk
1+ Tk

d
k- 1 ]T [ ( 1-

Tk sk
1+ Tk

)B
- 1
k g

k+
Tksk
1+ Tkd

k - 1 ]= ( 1-
Tksk
1+ Tk

) 2 

 B
- 1
k g

k
 
2
+ 2( 1-

Tk sk
1+ Tk

)
Tk sk
1+ Tk

g
kT
B

- 1
k d

k- 1
+ (

Tksk
1+ Tk

)
2
 

d
k- 1 2≤ ( 1-

Tksk
1+ Tk

) 2max { B- 1
k g

k 2 ,

 d
k- 1
 

2
}+ 2( 1-

Tksk
1+ Tk

)
Tk sk
1+ Tk

max { B
- 1
k g

k
 

2
,

 dk- 1 2}+ (
Tksk
1+ Tk

) 2 max { B- 1
k g

k 2 ,

 dk- 1 2}= max { B- 1
k g

k 2 , dk- 1 2 } ,

即 d
k
 

2
≤ max { B

- 1
k g

k
 

2
, d

k- 1
 
2
}≤

 B
- 1
k g

k 2+  d
k- 1 2 .

推论 1　 对任何 k≥ 2, 有 dk 2≤ max
1≤ i≤ k

{ B- 1
i g

i

 2 }≤∑
k

i= 1 B
- 1
i g

i 2 .

证明　 由数学归纳法知 ,当 k= 2时 ,

 d
2
 
2
≤ max { B2

- 1
g
2
 
2
,  d

1
 

2
= max { B2

- 1
g
2

 
2
, B1

- 1
g
1
 

2
}= max

1≤ i≤ 2
 B

- 1
i g

i
 
2
.

假设 k= n时结论成立 , 即  d
n 2≤ max

1≤ i≤ n
{ B

- 1
i g

i

 
2
}.

事实上 ,

 d
n+ 1
 

2
≤ max { B

- 1
n+ 1g

n+ 1
 

2
,  d

n
 

2
}≤

max { Bn+ 1
- 1
g
n+ 1 2 , max

1≤ i≤ n
{ B- 1

i g
i 2 } }=

max
1≤ i≤ n+ 1

 B
- 1
i g

i 2 ,即 k= n+ 1时 , 结论亦成立 .

所以结论得证 .

引理 3　设 H1, H2成立 , 则 Tk≥ ( - ( 1- _ 2 )g
k T

d
k (Tk ) ) /L d

k (Tk ) 
2 .

证明　由 H1, Cauchy-Schwarz不等式和 ( 6)式

可以得到

TkL dk (Tk ) 2≥ g (xk+ Tkθkdk (Tk ) ) - gk  
 d

k (Tk ) ≥ [g (x
k+ Tkθkd

k (Tk ) ) - gk ]
T
d
k (Tk )≥ -

( 1- _ 2 )g
kT
d
k
(Tk ) ,即Tk≥-

( 1- _ 2 )gk Tdk (Tk )
L d

k
(Tk ) 

2 .

定理 1　设 H1, H2成立 , 且算法产生一无穷序

列 { x
k } ,则

∑
k= 2

∞

( gkTB- 1
k g

k ) 2

( 1+ Tk )
2
max
1≤ i≤ k
 B

- 1
i g

i
 

2 <+ ∞ . ( 9)

证明　由 ( 5)式 ,引理 3,推论 1和引理 1,有

f k- f k+ 1≥ -Tk_ 1g
kT
d
k
(Tk )≥

_ 1 ( 1- _ 2 )
L

 

(g
kT
d
k
(Tk ) )

2

 dk (Tk ) 2 ≥
_ 1 ( 1- _ 2 )

L
(g

kT
d
k
(Tk ) )

2

max
1≤ i≤ k
 B i

- 1
g
i 2≥

_ 1 ( 1- _ 2 )
L

 
(g

kT
B

- 1
k g

k
)
2

( 1+ Tk ) 2 max
1≤ i≤ k
 B- 1

i g
i 2 .

因为 { f k }是一下降序列且有下界 ,则 { f k }极限

存在 ,所以 ( 9)式成立 .

再给出 2个假设条件:

H3　 sup
 k

{Tk } <+ ∞ .

H4　矩阵 Bk满足 m d 
2
≤ d

T
Bkd≤ M d 

2
,　

 d∈ R
n ,　 k ,其中 0 <m≤ M .

推论 2　设 H1, H2, H3成立 , 且算法产生一无

穷序列 { x
k } ,则

∑
k= 2

∞

(g
k T
B

- 1
k g

k
)
2

max
1≤ i≤ k
 B- 1

i g
i 2

<+ ∞ . ( 10)
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引理 4　 设 H1, H2, H3, H4成立 , 且算法产生

一无穷序列 {x
k } , 则序列 { B

- 1
k g

k }和 { d
k (Tk ) }

均有界 , 记上界为 M0 .

证明　令 ek = max
1≤ i≤ k

{ B
- 1
i g

i 2 } .假设 { B
- 1
k g

k }

无界 , 则存在一无穷集 N ,满足

 B
- 1
k g

k 2= ek→+ ∞ ,k→+ ∞ . ( 11)

又 由 H4, 有 m  B
- 1
k g

k  2 ≤ g
kT

B
- 1
k g

k =

(B
- 1
k g

k ) TBk ( B
- 1
k g

k ) , 因此 ,

∑
k∈ N
 B

- 1
k g

k
 
2
= ∑

k∈ N

 B- 1
k g

k 4

 B
- 1
k g

k
 

2=

∑
k∈ N

 B- 1
k g

k 4

ek
≤∑

k= 2

∞

 B- 1
k g

k 4

ek
≤

1
m

2∑
k= 2

∞

( gkTB- 1
k g

k ) 2

max
1≤ i≤ k
 B

- 1
i g

i
 

2 <+ ∞ ,这与 ( 11)式矛盾 ,则 { 

B
- 1
k g

k }有界 .进一步地由推论 1可知 , { d
k (Tk ) } 亦

有界 .

定理 2　设 H1～ H4成立 , 且算法产生一无穷

序列 { x
k
} , 则 lim

k→∞
g
kT
B
- 1
k g

k
= 0.

证明　由引理 4,有

 d
k
(Tk ) 

2
≤ max

1≤ i≤ k
{ B

- 1
i g

i
 

2
}≤ M0

2
,　 k.

又由推论 2, 有

1
M 0

2∑
k= 2

∞

(g
k T
B

- 1
k g

k ) 2≤∑
k= 2

∞

(gkTB- 1
k g

k ) 2

max
1≤ i≤ k
 B

- 1
i g

i
 
2 <+ ∞ .

因此 , (gk TB- 1
k g

k ) 2→ 0(k→+ ∞ ) ,即

g
kT
B

- 1
k g

k→ 0(k→+ ∞ ) .

引理 5　若 H4成立 ,则 1
M
 d 

2≤d
T
B

- 1
k d≤

1
m
 d 

2 , k.

证明　因 Bk是一对称正定阵 ,则存在一正交阵

p∈ R
n
,满足

m d 2≤d
T
p

T

　λ1

　　 

　　　λn

pd≤M d 2 ,其中 λi ( i

= 1, 2,… ,n)为 Bk的特征根 .

在不等式两边取逆 ,有

1
M
 d 

2≤d
T
p

T

　λ1
　　 
　　　λn

- 1

pd≤
1
m
 d 

2 ,

即
1
M
 d 

2
≤ d

T
B

- 1
k d≤

1
m
 d 

2
, k.

定理 3　设 H1～ H4成立 , 且算法产生一无穷序

列 {xk } ,则 lim
k→∞
 gk = 0.

证明　由引理 5, 有
1
M
 g

k 2≤g
kT
B

- 1
k g

k , k.

又由定理 2, 有 lim
k→∞
 g

k
 

2
= 0,即 lim

k→∞
 g

k
 = 0.

3　数值实验

通过 Matlab编程将算法在计算机上进行数值实

验 ,并与文献 [1～ 4 ]的算法进行比较 ,所得结果见表

1和表 2.

问题 1
[ 3, 4 ]　 minf ( x ) = ( x

2
1+ x 2- 11) 2+ (x 1+

x
2
2- 7) 2 .设_ 1= 0. 38, _ 2= 0. 85,精度 p < 10- 10 . B1=

I , Bk由 BFGS公式修正: Bk+ 1= BFGS(Bk , r
k
, y

k
) ,其

中 r
k
= x

k+ 1
- x

k
, y

k
=  f (x

k+ 1
) - f (x

k
) .

表 1　关于问题 1的算法比较

Table 1　 Compare algorithm on problem 1

算法　　
Algorithm

初始点
Ini tial　
point　

迭代　
次数　
Iterative
time( k)

x  gk 

算法 1　　
Algori thm 1

( 1, 1) 32 ( 3. 00000000000100,
2. 00000000000199)

6. 76296293952309e
- 011

算法 2[3 ]　
Algori thm 2

( 1, 1) 20 ( 2. 99999999999875,
2. 00000000000199)

7. 959871e
- 011

算法 3[4 ]　
Algori thm 3

( 1, 1) 60 ( 3. 0000, 2. 0000) 7. 1684e
- 011

　　问题 2
[2 ]
　 minf ( x )= ( x1+ 10* x 2 )

4
+ 5* (x 3-

x 4 )
4
+ (x 2- 2* x3 )

4
+ 10* (x 1- x4 )

4
.设 _ 1= 0. 2,_ 2

= 0. 85,精度 p < 10
- 8
.

表 2　关于问题 2的算法比较

Table 2　 Compare algorithm on problem 2

算法
Algorithm

初始点
Initial
point

　 k /k '* 　 x  gk 

算法1
Algorithm

( 2, 2,
- 2,
- 2)

117 /
214

( - 0. 000397010779258422,
8. 97477835860773e- 005,
0. 000125822239892798,
- 6. 34594952893687e-
005)

5. 27111866022469e
- 009

NM
算法 [2]

NM-
algo rithm

( 2, 2,
- 2,
- 2)

16/
227

　　 ( 0, 0, 0, 0)

FR-R
算法 [2]

NM-
algo rithm

( 2, 2,
- 2,
- 2)

42/
1856

　　 ( 0, 0, 0, 0)

* : 迭代次数 /目标函数的估计次数。 Itera tiv e time / Estimate time of objective

function.

　　表 1和表 2的结果表明算法 1是有效的 .
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