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摘要　考虑广义 Lié nard型系统 , 应用 V函数法 ,在一定条件下 ,证明该系统存在唯一的一致渐近稳定的概周期

解 , 并得到有关模的结论 .
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Abstract　 A generalized Lié nard system is discussed. By using V -function method, w e prove the

existence, uniqueness and its uniformly asymptotic stability of almost periodic solutions.
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　　由于 Lié nard型方程在自动控制等实际问题中

有着广泛的应用 , 所以多年来引起了不少学者的关

注 , 发表过不少文章 , 但多数是讨论其周期解的性

质
[1～ 3 ]
等 , 而对于概周期解的研究尚不多见

[4 ]
, 本文

拟考虑更一般的 Lié nard型系统 ,应用 V函数法讨论

了该系统概周期解的存在唯一性和一致渐近稳定性 .

本文推广了文献 [5 ]中的结论 .

1　引理

考虑方程

x = f ( t ,x ) , ( 1)

其中假设 f ( t , x )∈ C ( R× E
n , En )对于 x ∈ R

n关于

t是一致概周期的 .则我们有如下结论:

引理 1
[6 ]　若 ( 1)式有解h( t )在 [t0 , + ∞ )上有

界 ,且 {h( t ): t≥ to } = S,则方程 ( 1)必有在 R上有界

的解j( t ) ,且对一切 t∈ R,有j( t ) S.

引理 2
[ 7]　若 ( 1)式中 f ( t , x )满足 Lipschitz条

件 ,即对 t∈ R+ , x ,y ∈ S有

|f ( t , x ) - f ( t , y )|< L|x - y|,

又方程的解h( t )是一致渐近稳定的 ,且对 t∈ R+ ,有

h( t ) S ,则它是完全稳定的 ,从而是渐近稳定的 .

引理 3
[6 ]　若 ( 1)式满足标准假设 ,又j( t )是方

程的在 R上弱一致渐近稳定的有界解 ,则 m od(j) 

mod( f ) .

2　主要结果及证明

考虑方程

　

dx
dt

= h(y ) ,

dy
dt

= - f ( x )j(y ) - e( t )g ( x ) + p( t ) .
( 2)

及控制方程组

　

dx
dt

= h(y ) ,

dy
dt = - Tj( y ) -

1
2 [(a+ b)+ sign(x y ) (a- b) ]

　　g ( x ) + sign(y )M .
( 3)

假设 ( 2)式中各函数始终满足下列基本假设:

( H1)e( t ) , p( t ) ∈ AP ( R) , 0 < a≤ e( t )≤ b,

|p ( t )|≤ M;

( H2) f ( x )为 x的连续可微的周期函数 ,周期为

2T , f (x )≥T对 x ∈ R;

( H3)g (x )对 x ∈ ( - T , T )连续可微 ,g ( - x )

= - g (x ) , g′( x )≥U,∫
± T

0
g( x )dx = ∞ , g (x )在 R上

是以 2T为周期的逐段连续函数 ;

( H4)j′( y ) > 0且j(- y ) = - j( y ) ;

( H5)令 h (|y|) = |y|h(|y|) ,h (|y|)关于|y|

单调不减且对 y∈ R满足 0 < r≤h′(y )≤ k ,b - ar

> 0,b - ar - 2br+ ak < 0;
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( H6) (
h( y )
j(y )

)′≥ 0, (a,b,T,U, r ,k , M 均为正常

数 ) .

由于方程 ( 2)的特征 ,我们只需在相柱面

H = { ( x , y ):|x|≤ T ,|y|<+ ∞ }

上研究 ( 2) .

定理　假设 ( H1) ～ ( H6)成立 ,对任一 x
*
∈

(x 0 , T )和 ( 2) 式的任一解 (x ( t ) , y ( t ) ) ,如果 T>

∫
y

0

0

h( y )
j( y )

dy

x
* - x0

,则存在 t0 ,使得对 t≥ t 0 ,有

|x ( t )|≤ L1 ,|y ( t )|≤ L2 ,

其中

L1 = xc < x
*

< T , L2 =

h2 ( y0 ) + 2b∫
x

1

0
g (x ) dx , x 0 = g

- 1 (
M
a

) , x 1 =

g
- 1

(
M
b

) , y0 = j
- 1

(
2bg ( x

*
)

T
) ,

而 ( xc , 0)是 ( 3)式过 ( x0 , y0 )的轨线与 x正半轴的交

点 C的坐标 .此外 ,若下列条件成立:

( H7) f (x )≤T
*

,|f′(x )|≤ c,g′(x )≤U
*

,对

|x|≤ L1且

T
* 2
r + bU

*
(aU+ 1) + (a

2
U

2
+ aU+ T

2
+ c (aU

+ T+ 1) )h( L2 )≤ aTU,

则 ( 2)式有唯一概周期解 ( x ( t ) , y ( t ) ) ,它是一致渐近

稳定的 ,且 mod(x ( t ) , y ( t ) ) mod(e( t ) ,p ( t ) ) .

证明　由于 0 < a < b,从而 0 <
M
b

<
M
a

,又

g′(x )≥U> 0,所以 , 0 < g
- 1

(
M
b

) < g
- 1

(
M
a

) ,即 0 <

x1 < x 0 < T ,其中 ( x0 , 0)和 ( - x 0 , 0)分别是 ( 2)式的

零等倾线 l1和 l 3与正负半轴的交点 ,其中

l 1:Tj( y ) + bg ( x ) - M = 0;

l 3:Tj( y ) + bg ( x ) + M = 0,

( 2)式在第二 ,第四象限中的零等倾线分别为:

l 2:Tj( y ) + ag (x ) - M = 0;

l 4:Tj( y ) + ag (x ) + M = 0,

l 1 , l 2过点 ( 0,j- 1 (M
T

) ) , l 3 , l4过点 ( 0, - j- 1 (M
T

) ) ,并

且 ( 2)式的 4条零等倾线方程和向量场关于原点对称

(图 1) ,下面我们分 5步进行证明 .

(a)对 y* > 0, ( 3)式过 (x 0 , y* )的轨线必交于

x轴于点 (x* , 0) ,其中 x0 < x* < T .事实上 ,在 xy平

面的第一象限中 ,考虑

dy
dx

= - Tj( y ) - ag (x ) + M
h( y )

.

即 h( y ) dy = ( - Tj( y ) - ag (x ) + M ) dx ,
( 3)式中由 ( x0 , y* )出发的轨线 (x ( t ) ,y ( t ) )满足:

∫
y (t)

y
*
h(y )dy = - T∫

x( t)

x
0

j(y ( t ) ) dx - a∫
x (t )

x
0

g( x )dx

+ M (x ( t ) - x 0 ) , ( 4)

对 y ( t ) > 0,
dx ( t )

dt
> 0,故 x* > x0 .若 x* ≥ T ,

由 g (x )满足的条件知∫
x

*

x
0

g ( x ) dx = ∞ ,

由 ( 4) 得∫
0

y*
h(y )dy = - T∫

x
*

x
0

j( y ( t ) )dx -

a∫
x
*

x
0

g (x ) dx + M (x* - x 0 ) ,矛盾 .

故 x* < T ,从而 ( a)得证 .

图 1 Fig. 1　

( b)对 x
*
∈ ( x0 , T )以及 y0 > 0,只要T( x

*
-

x0 ) >∫
y

0

0

h( y )
j(y )

dy ,则 ( 3)式由 B (x 0 , y0 )出发的轨线

( x ( t ) , y ( t ) )交 x轴于 C (xc , 0) ,其中 x 0 < xc < x
* .

在第一象限考虑方程组

x = h(y ) ,

y = - Tj(y ) ,
( 5)

则 ( 5)式过 B (x 0 ,y0 )的轨线方程为:

∫
y

0

0

h( y )
j( y )

dy = - T( x - x 0 ) ,

当T(x
*

- x 0 ) =∫
y

0

0

h( y )
j( y )

dy时 ,易知 ( 5)过 B (x 0 ,y0 )

的轨线当 t→∞时趋于奇点 ( x
*

, 0) ,方程 ( 3)对参数

T形成旋转向量场 ,由比较定理及旋转向量场的理论

知 ( b)成立 .

( c) ( 3)式过 C ( xc , 0)的轨线在第四象限与 x =

x1相交于点 D ( x1 , y1 ) ,除 B点外 ,BCD上所有点的纵

坐标 y满足于|y|< y0 ,这里 y0 = j- 1 (
2bg (x* )
T

) .

事实上 , 除 B点外BC上所有点的纵坐标满足 0

≤ y < y0 ,而由向量场的性质知 ( 3)式过 C ( xc , 0)点

的轨线在第四象限与 x = x1相交于点 D (x 1 , y1 ) .不

失一般性 ,可设轨线先与 ( 2)式的零等倾线 l4交于

Q(a,Z)之后 ,与直线 x = x 0相交 ,然后再与 x = x1交

于点 D (若不是这种情况 ,则轨线必没有穿过 l 4而直

接与直线 x = x1相交于 D ,这时|y1|<j- 1 (
2M
T

) <

j- 1 ( 2bg (x
*

)
T

) = y0 ) (图 2) .
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图 2 Fig. 2　

　　显然 Q为CD的最低点 ,因此只须证:|Z|< y0即

可 .在BC上:

dy
dx

=
- Tj( y ) - ag (x ) + M

h( y )
,

h2 (y )
d

2
( y )

dx
2 = [- Tj′( y )h(y ) + Th′(y )j(y ) +

(ag (x ) - M )h′( y ) ]
dy
dx

- Tg′( x )h( y ) =

[Tj′(y ) (
h(y )
j( y )

)′+ (ag (x ) - M )h′(y ) ]
dy
dx

-

Tg′(x )h( y ) ,

由 x 0 < x ,有 ag ( x ) - M > 0从而 - Tj( y ) - ag (x )

+ M < 0又h( y ) > 0所以
dy
dx

< 0又 g′( x )≥U> 0,

h( y ) > 0及 ( H6)成立 ,有
d

2
( y )

dx
2 < 0,即 BC是凸向上

的 .

在第一象限从 B到 C积分 ( 3)式 ,得

∫
0

y
0

h( y ) dy = - T∫
x
c

x 0

j( y ( t ) ) dx - a∫
x
c

x
0

g (x ) dx +

M (xc - x0 ) ,

因为　∫
0

y
0

h( y ) dy = -∫
y

0

0
h( y ) dy≥ - h( y0 ) y0 ,

- T∫
x
c

x
0

j( y ( t ) ) dx - a∫
x
c

x
0

g (x ) dx+ M (xc - x 0 )≤ ( -

Tj( y0 ) - ag ( x0 ) + M ) ( xc - x0 ) ,

所以　 - h( y0 ) y0 < ( - Tj(y0 ) - ag ( x0 ) + M ) (xc

- x 0 ) = - Tj( y0 ) (xc - x 0 ) ,

即　h( y0 ) y0 > Tj(y0 ) ( xc - x 0 ) .

在第四象限 ,从 C到 Q积分 ( 3)式 ,得

∫
Z

0
h( y ) dy = - T∫

a

x
c

j(y ( t ) ) dx - b∫
a

x
c

g ( x ) dx +

M (xc - a) ,

又　∫
Z

0
h( y ) dy≥h(Z)Z,

- T∫
a

x
c

j(y ( t ) ) dx - b∫
a

x
c

g (x ) dx + M (xc - a)

≤ - Tj(Z) (a- xc ) - bg ( xc ) (a- xc ) + M (xc - a)

= [- Tj(Z) - bg ( xc ) - M ] (a- xc ) = [Tj(Z) +

bg ( xc ) + M ] (xc - a) ≤ [- bg (a) + bg (xc ) +

M ] (xc - a)≤ bg( x* ) ( xc - a) ,

所以 h(Z)Z≤ bg (x
*

) (xc - x 0 ) , 又 Tj( y0 ) y0 =

2bg ( x
*

) ,

于是　h(Z)Z≤ bg ( x
*

) ( xc - x0 ) <Tj( y0 ) ( xc - x0 )

< h( y0 ) y0 .

又 ( yh( y ) )′> 0,故|Z|< y0 .

( d)构造对称于原点的简单闭曲线Γ,其内部区

域K是 ( 2)式的最终有界区域 ,使 ( 2)式的任一解

( x ( t ) , y ( t ) ) , t0 ,使 t≥ t0时有|x ( t )|≤ L1 ,|y ( t )|

≤ L2成立 .

取弧段 BCD为Γ的一部分 ,由 D点纵坐标 y1满

足|y1|< y0 ,可在直线 x = x1上取一点 E (x 1 , - y0 ) ,

则 E在 D下方 .现考虑经过 B和 E的 2条曲线:

V (x , y )=
1
2
h

2
( y )+ b∫

x

0
g (x ) dx = ci , ( i = 1, 2) ,

其中 ci =
1
2
h

2
(y0 ) + b∫

x
i

0
g (x ) dx ,它们分别交正 ,负

半轴于点 A ( 0, yA ) 和点 F ( 0, yF ) , 从而得曲线

ABCDEF.因为

h
2
( yA ) =

1
2
h

2
( y0 ) + b∫

x
0

0
g (x ) dx ,h

2
(yF ) =

1
2
h

2
( y0 ) + b∫

x
1

0
g (x ) dx ,

所以　h
2
( yA ) - h

2
( yF ) = b∫

x
0

x
1

g (x ) dx > 0, h
2
( yA ) >

h
2
( yF )又h′(y ) > 0,

即有|yF|< yA ,

又因为

dV
dt|( 2) = h( y )h′( y ) y + bg (x ) x = h( y )h′( y )

( - f (x )j( y ) - e( t ) g (x ) + p ( t ) ) + bg (x )h( y )≤

|h( y )|[ - f ( x )j( y )h′(y ) - e( t )g (x )h′( y ) +

p( t )h′( y ) + bg (x ) ]

≤|h( y )|[- Trj( y0 ) + (b - ar )g (x
*

) + Mk ]

≤|h( y )|[b - ar - 2br+ ak ]g (x
*

) < 0,

所以 ,当|y|> y0时 ,
dV
dt|

( 2) < 0即当 t增大时 , ( 2)的

轨线穿过弧段 AB时由上方进入下方 ,穿过弧段 EF

时由下方进入上方 .又注意到 ( 2)和 ( 3)两向量场之

间的关系及 ( 3)的向量场关于原点是对称的 ,这样可

构造与原点对称的简单闭曲线 ABCDEFA′B′C′D′E′

F′A (图 3) ,使得 ( 2)的轨线当 t增大时由外向内穿过

Γ进入其内部区域K,由 x
* ∈ (x 0 , T )的任意性 ,围绕

Γ可构造有同样性质的一族闭曲线 ,它们充满整个区

域 H \K,从而K为最终有界区域 .

因此对 ( 2)式的任一解 (x ( t ) , y ( t ) )都 t0 ,使 t

≥ t 0时有|x ( t )|≤ xc ,|y ( t )|≤ yA而由向量场的性
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质知:|y ( t )|≤|yF|,即|x ( t )|≤ L 1 ,|y ( t )|≤ L 2 .

图 3 Fig . 3

( e)证 ( 2)式在 K中有唯一解 ,它是一致渐近稳

定的概周期解 ,模包含关系成立 .

由 (d)知对 t≥ t0 ,解 (x ( t ) , y ( t ) ) K,由引理

1知有解 (x ( t ) , y ( t ) )对 t∈ R包含在 K中 ,先证

(x ( t ) ,y ( t ) )在K中是一致渐近稳定的 .令

u = x - x-,v = y - y-,

于是 ( 2)式可化为:

u = h(v + y-) - h(y-) ,

v = f (x-)j( y-) + e ( t ) g (x-) - f (u+ x-)

　　j(v + y-) - e( t )g (v+ x-) ,

( 6)

即

u = h′(y )v+ O ( u
2
+ v

2
) ,

v = - e ( t ) g′(x-)u - f (x-)j′( y-)v -

　　 f′( x-)j( y-)u + O ( u
2
+ v

2
) .

( 7)

( 7)式的线性部分为:

u = h′( y )v ,

v = - e( t )g′( x-)u - f (x-)j′( y-)v -

　　 f′( x-)j(y-)u.

( 8)

将 ( 8)式改写为:

u = h′( y )v ,

v = - aUu - Tv - f′(x-)j( y-)u - ( f (x-)

　　j′( y-) - T)v - (e ( t )g′(x-) - TU)u ,

( 9)

取 Liapunov函数　 V (u,v ) = a11u
2
+ 2a12uv+ a22v

2
,

其中 a11 = a
2
U

2
+ aU+ T

2
,a12 = T,a22 = aU+ 1.易知

V是正定的 ,且

dV
dt
|( 9) = ( 2a11uv + 2a12uv + 2a22vv )|( 9 )

= 2(a
2
U

2
+ aU+ T

2
)h′(y-)uv+ 2a12h′( y-)v

2
+ ( 2a12u

+ 2a22v ) [aUu - Tv - f′(x-)j(y-)u - ( f (x-)j′( y-) -

T)v - e( t )g′( x- - aU)u ]

= - 2aTU(u
2
+ v

2
) - ( 2a12u+ 2a22v ) [ f′(x-)j( y-)u+

( f ( x-)j′(y-) - T)v+ (e ( t ) g′(x-) - aU)u ] - ( 2a12u+

2a22v ) ( 1 - h2 ( y-) )≤- 2aTU(u2+ v
2 )+ 2a12ch( L2 )u2

+ 2a12 (T*
r - T)|uv|+ 2a12ch(L 2 )|uv|+ 2a22 (bU*

- aU)|uv|+ 2( 1+ h( L2 ) )a11|uv|≤ [- 2aTU+

2a12ch(L 2 ) + 2a12 (T* r - T) + 2a12ch(L 2 ) + 2a22 (bU*

- aU) + 2( 1+ h(L 2 ) )a11 ] (u2+ v
2 )≤ 2 [- aTU+

T
* 2
r + bU

*
(aU+ 1) + (a

2
U

2
+ aU+ T

2
+ c(aU+ T

+ 1) )h(L 2 ) ] (u2 + v
2 ) ,

所以 ,当 u
2 + v

2≠ 0时 ,由 ( H7)知
dV
dt
|( 9) < 0,从而

( 9)式的零解也即 ( 2)式的解是一致渐近稳定的 .

由条件知 ( 2)式右端满足 Lipschi tz条件及引理 2

知 ( x ( t ) , y ( t ) ) 是渐近概周期解 ,其概周期部分

( x ( t ) , y ( t ) )即为 ( 2)式在K中的概周期解 ,而一致渐

近稳定是可以继承的 ,从而 (x ( t ) , y ( t ) )也是一致渐

近稳定的 .

最后证明概周期解的唯一性 .这只要证 ( 2)式是

非常稳定的 ,即证 ( 2)式的任两个解之差当 t→∞时

都趋向于零 .设 (xi ( t ) , yi ( t ) ) ( i = 1, 2)是 ( 2)式的任

二解 ,由前所证知 t0 ,使得当 t≥ t0时 , ( xi ( t ) , yi ( t ) )

 K, ( i = 1, 2) .令

u = x1 - x2 , v = y1 - y2 ,

由中值定理知: qi ( t ) ,|qi ( t )|≤ L ( i = 1, 2) ,使得

u = h(q2 ( t ) )v ,

v = - e ( t ) g′(q1 ( t ) )u - f′(q1 ( t ) )j(y2 )u

　　 - f (x 2 ( t ) )j′(q2 ( t ) )v .

( 10)

与 ( e)类似取 Liapunov函数 V ,则在K中 ( H7)成立 ,

故有
dV
dt
|( 10) < 0,所以 ( 10)式的解渐近稳定 ,从而 ( 2)

式的概周期解是唯一的 ,且由引理 3知 m od(x ( t ) ,

y ( t ) ) mod(e( t ) , p( t ) ) . 定理证毕 .

文献 [5] 中的定理 1, 定理 2可作为本文结果的

推论 .
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