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摘要 解决了双圆 n( 3 (
n

( 6 ) 边形的存在性并导出它们的一个重要性质
:

以双圆斌 3 (
,
( 6) 边形外接圆上

的任意一点为起点都可作成一个新的双圆
二

边形
。

关镇词 双圆 , 边形 存在性 双向递推数列
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o f t h e b i e i r e u la r n 一 p o ly g o n ( 3 (
n
成 6 )

·

K e y w o r d s b ie i r e u la r n 一 p o ly g o n ,

鲜i s t e n e e ,
t w o 一 w a y r e e u r r e n t s e q u e n e e o f n u m b e r

综述性的文献 l[ 〕 报道
:

我国学者近年来
“

对

富斯研究过的双圆四边形 (既有内切圆
、

又有外接圆

的四边形
,

也叫双心或弦切四边形 ) 作了深入挖掘
,

共归纳 出 29 条性质 … … 而对于非等边的双 圆 n( n 妻

5) 边形的存在性问题及其性质
,

尚有待探讨
” .

可见

这问题难度很大
.

为此
,

本文引进了双 向递推数列
,

用

构造性的方法给出了一般双圆
n
边形的定量描述

,

并

完满地解决了双圆 n( 3 (
n 成 6) 边形存在性问题

,

推

导得一些最基本的性质
.

是双圆
n
边形并说关于参数

a ,

b
, r
的双 圆

n
边形存

在
.

显然
,

当 Z
,

或 Z一 与 Z 。
重合时 及 与乙一 (0 成 k镇

n ) 也重合
·

不失一般性
,

现在规定起点 Z
。
( 1

,

0)
.

以 x 轴的

正半轴为始边按正方向 (当 k > 0) 或负方向 (当 h <

O ) 旋转到向量 O乙 ( O 为坐标原点 ) 所成的角记为 氏
,

约定 60 一 0
.

令 几 ~

称为双向递推数列
.

氏 _
, . _ . _

_
,

_
、

·
,

一
、

一
gt 玄

,

贝”与点 夕u l艺` 少相厘的 弋几少

1 双圆 n
边形与双向递推数列

给定实数
a ,

b
, r ,

令 d 一 、石了干落百
,

设

r > O且
r
+ d < 1 ( 1 )

则单位圆内含以 O
,

a(
,

b) 为圆心
r
为半径的圆 0

1
.

以

单位圆上任意一点 Z
。

为起点在单位 圆上构作两个点

列
:

正 向点列 Z 。 ,

2 1 ,

2 2

… … 按逆时针方向 (正方 向 )

排列
,

负向点列 Z
。 ,

z 一
, ,

Z 一 2

… … 按顺时针方向 (负方

向 ) 排列
,

并且诸线段 乙 z 。 ;

k( 为整数
,

下同 )都与圆

0
1

相切
.

这两个点列可统一记为 {Z
`
} 而称为双向递

推点列一般地
,

这点列是无限的且未必有重合的两

点
、
如果从 z

。

开始恰好转过一圈而有 Z
,

或 Z 一
,

与 0Z

重合
,

我们就说多边形 20 2
,

… … Z
,

或 20 2 一 1

… … Z 一

据上述定义知关于参数
a ,

b
, r
的双圆

n
边形存在

的充要条件是 00 < 0
1

< … … 0
,

~ 2二 并且 点 2
.

与

乙一 (0 提 k 成 n) 重合
.

因此对于 。 < k < n ,

有 氏一

氏 汀
.

口
` _ _ _

氏一。

~ 2二拱 gt 子 二 gt 〔份 + 2 于二 ) 片 几介
一 ,

- 一 1
,

并一 “ 一 ”

一 ”
一 0 4

一 0 “

2
’

4 ”
’

一
月一门 一 “

且 。 < 几 < 几+ , ,

故有

定理 1 关于参数
a ,

b
, r
的双圆

n
边形存在的充

要条件是
,

对于任意 。 < k < n ,

有几几
一 ,

- 一 1且 。 <

几 < 几+1
.

考察顶点按正方向排列的 △ 0
1

乙乙+ ,

的面积
.

为书写简便
,

记
a = 氏渭 = 氏+ , ,

则 乙 ( c o s a , 。 i n a )
,

Z
, + 1

( e os 口
, s i n口)

,

因为点 O
;

到边 及乙
+ 1

的距离为
r ,

故有

1 9 9 5
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一 0 1收稿
.
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一一
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>= Z r s in
夕一 a

一 b ( e o s
月一

二 s in (月一 a ) 一 a ( s in月一 s in a )

e o s a ) 冷

r 二二二 C O S
夕一 a

a C O S
夕 +

。

一 b s in
口 +

a

夕一z
= c o s

万
c o s 一 “ `n

万
月
二丁 — “ 气 U U台

乙 百
c o s

夕一2

z口

一口2
+

一月2a

s `n 百
s `n
月

、 .

气丁 少 — U戈万王H

` 万
c o s C O S

竺
2

令 A = r 一 a + l
,

B = Zb
,

C . r + a 一 1
,

D = 4a
+

4
,

据为 的定义及万能公式

c OS 万 ~

。 。·

普
-

1 一 城
1 + 对

’

2几
1 + 对

a一2
nS

l 一 城+ 1

1 + 对+ , ’

Zx , + 1

l + 对+ ,

的最大公约数为 1
.

记 M 一 孑 一 A D
,

N = A B + 刀C
,

Q 一 C
Z
一 A , ,

则 M
Z`
一 M

,

N
Z`
二 P Z`

一 N
,

Q
Z`

= Q
;

M
a`

= D
Z A 3

一 D A B ,
( 3 A + C )

+ 4B ( ZA + C ) + B N Q 一 A守

N
、
一 一 D A N ( A + C ) + 刀N

Z
+ N Q ( A + C )

P
3`

- 一 D
Z月B C

,

+ D B [ B
Z
C 一 A B

Z
一 八 ( A

+ C )
2

] + B S 一 BN
Z
+ ZA N Q

Q
3 `
一 一 D

Z
A C

Z

+ D B
Z
C ( C 一 A ) + B

4
C

一 BN Q + 乃分

证明
:

由命题 1 知 A 对 - 一 B 云 一 C
,

在 ( 4)

中 令 K 一 i 得 x Z , 一 A (刀对 十 D 若 一 B )

一 A ( C x 矛一 刀之`
+ A )

一一
一口2

代入上式整理就得到初值为两 一 O 的数列 {几 } 的递

推公式

B (刀￡`

+ C ) 一 A D x `
+ A B

C (刀若 十 C ) + A B x `
一 A Z 即得 M

, = M
,

N
Z

一 P Z`

雄 + 1
(C对 一 召城 + A ) 一 几+ ,

(召沈孟+ D之
盛
一 B )

+ A雄 + 刀艺二 + C = 0 ( 2 )

~ N
,

Q , = Q
.

在 ( 4 ) 中令 k 一 2 1得

一 A Z否

xf3 = 下不-

解这二次方程得两个实根
,

相应于 由单位圆上

的点 及 引圆 0
1

的两条切线交单位圆于点 乙
+ 1

与

乙一 1
.

这里蕴含的递推规律
,

是探索双圆
n
边形奥秘

的锁匙
.

,

B (材城+ N )
2
+ D (材去 + N ) (刀几 + Q) 一 B (刀希 + Q)

2

一 二万丁7 es ee 甲 , 二育丁 es es 二氛二下 es es 了 es T共号二丁 ee es 下代二丁
七 叹皿若 十 八 )

“
一 刀又M若 十 刀 )又召舌 十 以 ) 十 A t八希 十 勺 )

`

2 双向递推数列的若干命题

以下约定当 h > 0时 i 一 1
,

当 k < O时 `~ 一 1
.

由 ( 1 ) 知 0 < r < l 一 a
幼 B

Z
一 4 A C = 4〔护 + ( 1 一

a)
2
一 尸」> 。

.

注意到 两 一 。
,

在 ( 2) 中令 k ~ 0或 一

1 即得

命题 I A才 + B x `
+ C = 0

.

( B
Z
一 4 A C > o )

.

在 (2 ) 中把 k 换成 k 一 1 并整理可得

对一 1
( C对 一 刀为 + A ) 一 为一 1

(刀工盖+ D为 一 B )

+ A对 + 刀为 + C = 0 ( 3 )

与 (2 ) 比较可知 几
+ ;

与介
一 ,

是一个二次方程的两根
,

据韦达定理有

命题 2 设 C对 一 刀几 + A 并 0
,

则

、 .声、 .了
连
ō口哎了飞

、
气了
、

艺山+ `
~ 一 艺盛一`

刀对 + D几 一 B

十 下犷气尸-
~ - ; 二一- ~ 甲- -二

七有 一 力工山 十 六

八对 + B几 + C

几+ ,

几 一 `
一 云牙不了砚二厄

把上式通分
、

相加
,

并据 月艺于- 一 刀艺
`
一 C 降次

,

可以

化到 去 的一次分式 (M
3 x 、

+ N
3
) / ( aP 若 + Q

3
)

,

其中

M
:
一 ( A C 一 B

,
) ( C M

Z
一 刀几了N + 八 N

,
)

+ A B ( ZC M N 一 B M Q + ZA N Q

一 B M
Z

一 D M N ) + A Z
( ZBM N

+ DM Q + D N
Z
一 C N

Z
一 B N Q

一 A守 )

N
3
= 一 刀C ( CM

Z
一 刀材N + 月N

Z
)

+ A Z
(刀 N Z

+ D N Q 一 刀分 )

+ A C ( ZCM N 一 刀材 Q + ZA N Q

一 B M
Z
一 D M N )

P
:

= 一 A B ( C M
Z 一 B M N + 八 N Z

)

+ A Z
( ZC M N 一 刀材 Q 一 刀N

Z
·

+ 2月 N Q )

Q
:

= 一 月C ( C M
Z
一 B M N + A N

Z
) + A Z

( C N
Z

一 B N Q + A守 )

各式展开整理成按 D 的降幂排列
,

可得到 M
:

-

八 ,

材
, ,

N
3
~ 八 ,

N 、 ,

p
3
= A Zp 、 ,

q = A ,
Q

3̀ ,

约去公因

式 A
Z

得命题 3 的结论
.

证毕
.

命题 4 设 kj < o
,

则粼
,
~ 一 1片

、 .
`、 .产叹U乃I了、

、
Z̀

这是更简明的递推公式
.

其中 (4 )式当 k > 0( i ~

l) 或者 k < 0( i 一 一 l) 时分别向正
、

负两个方向递

推
.

{从凡 + 几 q 一 M ,N
·
+ 卿

汤

j
C (风城 + 已 p , ’ 一 B `从N ,

+ 几 q ’

t + A (凡 N i
+ q Q s ) = o

命题 3

广西科学

设几 -
材

点
若 + 凡

尸 . x `
+ q

,

其中M
, 、

N
. 、

几
、

q
证明

:

据命题 1有 A ( x
,

+ x 一 1
) - 一 B

,

A xl x 一 1

一 C
,

故有
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几X j

_
_

M
,
若 + N

,

M
, x 一 `

+ N
,

- 一 1哎井 气石

-
气一二

-

二。
- .

。
-

厂 . x `
十 叼` 厂了x 一`

个 崎
一 A

~ 一一 ;
一乍今

入

八工 ; x 一 ;
(M

,

M
,
+ 凡几 ) + A ( x

l

+ x 一 ;
)

(M
o

N ,
+ P

`

jQ ) + A ( N
,

N ,
+ q q )

一 几 (M
`
N , + 尸

,

q 一 M
j

从 一 尸凤 )

目若 ( M
,

N , + 凡 q 一 M
j N

`
一 几 q )

一 C (M
,

M
,
+ 几几 ) 一 B (M

,

N ,
+ 凡 jQ )

+ A ( N
,

N j + Q
*

Q j )

由命题 1知 若 为二次根式
,

故上述一次方程两边均为

零即得 ( 6 )
、

( 7 )
.

证毕
.

命题 S 记 E ~ A + C
,

F 一 D + ZA 一 ZC
,

G ~

月 D 一 C D 一 2 B
2 ,

H 一 介 + 8 B
2

+ 4 ( A 一 C )
, ,

则

x Z x 一 1
- 一 1片 E F ~ G

.

x Zx 一 2
- 一 l拱 E

Z

H 一 G
Z
一 0

几 x 一 2
- 一 1

昌 E 3
F ( H 一 4口份+ 矿 F 笋G 一 E F G

Z
一 G

”
一 0

几 x 一 3
一 一 1

娜尸尸 ( H 一 4 G ) 十 2尸 G
Z

H 一 3 G
`

~ 0

证明
:

易知 M
一 1

~ Q , ,
一 1

,

N 一 1
一 尸一

;
~ 0

,

在

命题 4 中令 K ~ 2
,

j ~ 一 1知 ( 6) 成立
.

由 ( 7) 并据命

题 3 有 CM 一 B N + A Q 一 。 可化到 E F ~ .G

在命题 4 中令 k ~ 一 j ~ 2 知 ( 6) 成立
.

由 ( 7) 及

命题 3 有

C (M
Z

+ N
Z
) 一 B (M N + N Q ) + A ( N

Z

+ 守 )

~ A 〔D
Z
A C + D B Z

( A 一 C ) 一 B
4

+ 2N
2

+ Q
Z

J

另一方面
,

把尸 H 一 G
,

展开整理按 D 的降幂排

列
,

也有

E Z

H 一 G
Z

= 4 [ D
ZA C + D B

Z
( A 一 C ) 一 B4 + 2N 2

+ 守〕

故有 几 x 一 2
~ 一 1片尸 H 一 子 ~ 。

在命题 4 中令 k ~ 3
,

j ~ 一 2
,

可以验证 ( 6) 成

立
.

令

x = C (M M
:

+ N P
3
) 一 B ( N M

3

+ Q P
3
)

+ A ( N N
:

+ Q Q
3
)

y ~ 尸 F (H 一 4 G ) + E
Z

尸 G 一 E F G
Z
一 G

3

Z = D
3 A ZC + D

Z
( A

Z
B

Z
一 ZA B

Z
C + 口 Q )

+ D [矛 ( C 一 ZA ) + 2B
2
( C Q + E

3
)

一 C Q
Z

〕 + 矛 + B
4

Q 一 刀N Q (3 A

+ SC ) 一 Q
3

立
.

记
u = C (M互+ p ; ) 一 B (M

3

N
3
+ p 3

Q
3
)

+ A ( N ; + Q: )

v = E `
F

Z
( H 一 4 G ) + ZE

Z
G

Z

H 一 3 G
4

W ~ D
4A C ( E

Z
一 3 A C ) + D

3
B

Z
( A 一 C ) ( E

Z

一 6 A C ) + ZD
,

[ B `
( g A C 一 ZE

,
) + N

,
( A

,

+ 口 ) 一 A C守 J + ZD [ 3 B 6
( A 一 C )

+ B N Q ( 2 B 2
一 E

Z
一 4 A C ) ] + B `

(一 3 B `

+ 4N
2
+ 2Q

2
) + 4N

2
Q

2
+ Q“

把
“ 、 v
整理成按 D 的降幂排列

,

有恒等式
u 一矛 EW

,

V 一 16 W
,

故由命题 4 有几 x 一 3
- 一 1拱

u 一 。幼 V -

0
,

证毕
.

3 双圆 n( 3燕
n 镇 6) 边形的存在性及其性质

定理 2 关于参数
a ,

b
, r
的双圆 n( 3成 n ( 6 ) 边

形存在的充要条件是
:
d

, r
满足 ( 1) 及相应的关系式

n = 3
:
Z r = l 一 d

Z
( 8 )

一 n 一 4
:
2 ( l 十 d

Z
)

r Z
= ( 1 一 d Z

)
2

( 9 )

n = 5 :
,8 d Z r 3

+ 4 ( 1 一 d Z
)

r Z
一 名 ( 1 一 d

Z
)

Zr

一 ( 1 一 d
Z
)

3
一 O ( 10 )

n = 6
:
1 6d

Z
4r + 4 ( 1 + d

Z
) ( 1 一 d

Z
)

Z r ,

一 3 ( l 一 d
Z
)
弓

= O ( 1 1 )

证明
:

据 1及命题 5的记法
,

易知 E 一 2r
,

F 一 8
,

G = 8 ( l 一 d
Z
)

,

H = 3 2 ( 1 + d ,
)

,

据命题 5
,

当
n = 3

时有 x Zx 一 ,
~ 一 1衬 E F ~ G . rZ

·

8 ~ 8( 1 一 毋 )

即 ( 8 )
.

仿此当
n = 4

,

5
,

6 时分别有 ( 9 ) ( 1 0 ) ( 1 1 )
.

2 1 ( Z一 ; )
2 3 ( Z一 2 )

Z : ( Z _

Z。 一

女
·

一生 ) Z一 诬 2 2

图 1 F i g
·

考察
n 一 5 的情形

.

由上述推导知 ( 10) 等价于

xa x 一 : - 一 l
,

由 1知此时顶点 Z 。

与 Z 一 2

重合
.

只有两

种情形如图 1示
.

但在五星形中 2二 < 0
:

< 4二 故有 xa

0
。 _

_ _ _ _ _
_ _ _ , ,

`
,

_
,

一
、 .

一一 ~
一 tg 誉< 0 不满足定理 ` x3 > “ 的条件

·

因此只有第

一种情形
:

如图 1 显然有乙 与乙
一 。
重合且 。 ( 氏 <

氏十
;

镇 2武 。成 k镇 5 )
,

由 1知这等价于定理 1的条件
·

因此当
n ~ 5时由定理 l 即得定理 2

.

仿此可证更简单

把 丸 y 整理按办的降幂排列
,

可验证恒等式 x ~ 一 的
n 一 3

,

4
,

6 的情形
.

证毕
.

矛 z
,

y 会 8 2
.

故由命题 4有 x 3 x 一 2
~ 一 I片 x 一 。拱y 双圆

n
边形的外接圆和 内切圆都由这

n 边形唯

一 0
.

一确定
,

但反之不然
.

定理 2表明双圆
n
边形的存在性

在命题 4 中令 k ~ 一 j 一 3
,

由命题 3可知 ( 6) 成 只与
r 和 d 有关

,

因此就不必限定内切圆心 0
1

a(
,

b)

1 2 G u a
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.
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2
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的具体位置 (只须 矿 +夕 一 毋 且
r ,

d 满足相应的条

件 )
,

也就 不必规定特别的起点 ( 只要 Z 。
在外接圆

上 )
.

由此易知双圆
n
边形的一个重要的性质

:

定理 3 以双圆 n( 3镇
n
镇 6) 边形外接圆上的

任意一点为起点都可作成一个新的双圆
n
边形

.

以下各例由中华学习机 C E C一 I 算出
.

对于给定

的
n , a ,

b
,

由定理 2 得
r ,

由命题 l
、

2 得 {为 }
.

据 l 知顶

点 乙 的横坐标与纵坐标分别为
c os (4 ar ct g 几 )

、

is n

(4 ar ct g 几 )
,

即可精确作图 (下述各例外接圆与内切

圆几乎相切
,

这里作图从略 )
.

例 I n = 5
, a = 0

.

8
,

b 一 0
.

1
,

算得
r 一 0

.

1 9 3 7 14 2 7 5
.

e o s ( 4 a r e t g 几 )

0
.

0 2 9 6 9 2 9 8 5 4 0
.

9 9 2 9 5 9 0 3 4

0
.

0 3 6 0 1 5 7 4 2 2 0
.

9 8 9 6 4 9 7 9 9

s i n ( 4ar
c t g 几 )

0
.

1 1 8 4 5 8 2 4 8

0
.

14 3 5 0 3 5 7 2

0
.

1 2 4 4 3 9 7 7 6 0
.

8 7 9 8 6 7 3 1 5 0
.

4 7 5 2 1 9 4 3 2

1
.

8 5 9 8 5 7 5 8 一 0
.

3 9 1 7 4 8 4 4 1 一 0
.

9 2 0 0 7 2 3 6 6

一 7
.

0 1 4 8 3 8 E + 0 9

注
: r

十 d = 0
.

9 9 9 9 4 0 0 5 1 此时内切 圆与外接圆几乎相切 !很难作图 !

例 Z n = 6
, a = 0

.

3
,

b = 一 0
.

4
,

算得
r = 0

.

4 9 9 1 8 7 1 0 3

0
.

8 6 1 4 9 8 0 38

e os ( 4 a r e t g 几 )

一 0
.

9 5 6 1 9 9 2 5 1

2
.

6 9 4 1 4 2 2 3 0
.

1 4 8 5 8 9 6 0 2

3
.

8 8 4 5 2 0 4 2 0
.

5 3 3 6 8 4 5 9 0

4
.

2 9 9 1 5 6 5 4 0
.

6 10 4 5 6 3 5 4

5
.

1 4 4 5 7 6 6 2 0
.

7 19 3 4 2 0 8 8

s i n ( 4ar
e t g 为 )

0
.

2 9 2 7 1 6 5 7 2

一 0
.

9 8 8 8 9 8 9 4 8

一 0
.

8 4 5 6 8 3 6 0 4

一 0
.

7 9 2 0 4 9 8 9 7

一 0
。

6 9 4 6 5 6 0 0 2

一 1
.

3 6 9 7 6 4 6 2E + 10

注
: r

+ d = 0
.

9 9 9 1 8 7 1 0 3 例 3 同此
.

例 3 n 一 6
, a = 一 0

.

3
,

b ~ 0
.

4
,

算得
r = 0

.

4 9 9 1 8 7 1 0 3

0
.

4 8 0 9 0 1 6 7 3

s in ( 4 ar
e t g 几 )

0
.

9 7 5 4 1 1 92 8

0
.

5 9 5 1 0 1 9 8 3 0
.

8 3 8 4 0 5 7 9 9

0
.

6 2 5 0 1 6 6 11

e os ( 4 a r e t g 几 )

一 0
.

2 2 0 3 8 9 5 88

一 0
.

5 4 5 0 4 6 5 2 6

一 0
.

6 1 5D 9 5 2 20

一 0
.

7 3 8 8 8 2 5 79

一 0
.

98 8 0 7 5 2 4 5

0
.

78 7 7叨 e 89

0
.

6 8 4 9 4 7 0 6 0
.

6 7 3 8 3 4 2 0 3

1
.

0 8 0 4 4 2 2 5 一 0
.

1 5 3 9 7 1 7 8

一 6
.

7 8 4 1 6 4 2 6 E + 0 9

注
:

理论上 民 ~ 2二 故有 x
,

~ co
,

但因计算机截断误差
,

故诸 几 都是近似值
.
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