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最高阶元素个数为 68p的有限群*

Finite Groups with 68p Elements of Maximal Order
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( School of Mathematics and Finance, Southw est China Normal Univ ersi ty, Chongqing, 400715,
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摘要:讨论群的最高阶元素个数为 68p的有限群 ,得到:如果 G是最高阶元素个数为|M (G)|= 68p的有限群 ,其

中素数 p > 7,则 G是可解群 .
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Abstract: We discuss the finite g roups with 68 p elements of maximal o rder, and get a theorem as

follow s: Suppose G is a finite group w ith|M (G)|= 68p elements of maximal order, w here p is a

prime and p > 7, thenG is solvable.
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　　设 G为有限群 .ce (G)表示群 G中元素阶的集合 ,

k是ce (G)中的最大值 ,x 表示 G中最高阶为 k的元

素 , n表示 G中 k阶循环子群的个数 . l是一个自然数 ,

c( l ) 是 l的相异素因子的集合 ,c(G) = c(|G|) ,

Ml (G)是 G的 l阶元素的集合 . 特别地 M (G) =

Mk (G) .h(x )为 x 的欧拉函数 .另外 ,设 p是一个素

数 , pn‖|G|,表示 p
n||G|,但 p

n+ 1 |G|,未说明其余

符号及术语见文献 [1] .

　　 1987年 Fields奖获得者 J. G. Thompson提出如

下著名的猜想:

　　定义 1　 有限群 G1与 G2称为同阶型群 ,如果

|Mi (G1 )|= |Mi (G2 )|, i = 1, 2, 3,…

　　 Thompson猜想　设 G1与 G2为同阶型群 ,如果

G1可解 ,则必然 G2可解 .

　　文献 [2 ]研究了最高阶元素的个数|M (G)|对

群的影响 ,证明当|M (G)|分别为 2p( p为素数 ) ,奇

数 ;小于或等于 4,或h(k)时 , G为可解群 .文献 [3]证

明了当|M (G)|= 8时 , G可解群 .文献 [4～ 6]证明

了当|M (G)|< 20, 2p2 ( p为素数 ) ,或为 32时 ,群 G

可解 .文献 [7]证明了当|M (G)|= 2pq( 7≤ p≤ q)

时 ,群 G可解 .文献 [8]证明了当|M (G)|= 2n时 ,其

中 (n, 15) = 1,群 G可解 .本文在此基础上讨论了群 G

的最高阶元素的个数 68p的情况 ,以下不妨设素数 p

> 7,我们得到:

　　定理 1　设 G是最高阶元素个数为 68p的有限

群 ,其中素数 p > 7,则 G可解 .

1　相关引理

　　 引理 1. 1　 设 G有 n个 l阶循环子群的 ,则

|Ml (G)|= nh( l ) ,特别地|M (G)|= nh(k ) .而且如

果 n = 1,则 G超可解 .如果 k是一个奇素数 ,则 n≡

1( mod k ) .

　　证明　由文献 [1 ]中的引理 2. 2和定理 1. 1及

文献 [9]中定理 2. 1,引理的结论显然得到证明 .

　　引理 1. 2[5 ]　若 x ∈ G,|x|= k ,M (G) 

CG( x ) ,则ce (CG (x ) ) = ce (〈x〉 ) ,CG ( x ) = 〈M (G)〉 ,

且 CG (x ) 4 G.

　　 引理 1. 3
[10 ]
　 设 G是 3′单 K 4-群 , 则 G 

Sz ( 8) ( 2
6
 5 7 13) ,或 G Sz ( 32) ( 2

10
 5

2
 31 

41) .

　　引理 1. 4
[ 10]
　设 G是单 K 4-群 .则 G同构于下述

单群之一:
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　　 ( 1) A7 ( 2
3
 3

2
 5 7) , A8 ( 2

6
 3

2
 5 7) , A9 ( 2

6

 3
4
 5 7) , A10 ( 2

7
 3

4
 5

2
 7) ;

　　 ( 2) M 11 ( 24  32  5 11) ,M 12 ( 26  33  5 11) ,

J 2 ( 27  33  52  7) ;

　　 ( 3) L2 ( 16) ( 24  3 5 17) , L2 ( 25) ( 23  3 52  

13) , L 2 ( 49) ( 24  3 52  72 ) , L2 ( 81) ( 24  34  5 41) ,

L3 ( 4) ( 2
6
 3

2
 5 7) , L3 ( 5) ( 2

5
 3 5

3
 31) , L3 ( 7) ( 2

5

 3
2
 7

3
 19) ,L 3 ( 8) ( 2

9
 3

2
 7

2
 73) ,L 3 ( 17) ( 2

9
 3

2

 173  307) ,L 4 ( 3) ( 27  36  5 13) , S4 ( 4) ( 28  32  52

 17) , S4 ( 5) ( 26 32  54  13) , S4 ( 7) ( 28  32  52  74 ) ,

S4 ( 9) ( 28  38  52  41) , S6 ( 2) ( 29  34  5  7) ,

O
+
8 ( 2) ( 2

12
 3

5
 5

2
 7) , G2 ( 3) ( 2

6
 3

6
 7 13) ,

U3 ( 4) ( 26  3  52  13) ,U3 ( 5) ( 24  32  53  7) ,

U3 ( 7) ( 27  3  73  43) ,U3 ( 8) ( 29  34  7  19) ,

U3 ( 9) ( 2
5
 3

6
 5

2
 73) , U4 ( 3) ( 2

7
 3

6
 5  7) ,

U5 ( 2) ( 210  35  5  11) , Sz ( 8) ( 26  5  7  13) ,

Sz ( 32) ( 210  52 31 41) ,　3
D4 ( 2) ( 212  34  72  13) ,

2
F4 ( 2)′( 2

11
 3

3
 5

2
 13) .

　　 ( 4) L2 (r ) , r是素数 ,且满足方程:

　　 r
2 - 1 = 2a  3b  u

c ,

其中 ,a≥ 1,b≥ 1,c≥ 1, r和 u为素数 ,u > 3.

　　 ( 5) L2 ( 2
m
) ,m满足方程:

　　
2
m
- 1= u ,

2
m
+ 1= 3t

b
,

其中 ,m≥ 1,u, t为素数 , t > 3,b≥ 1.

　　 ( 6) L2 ( 3m ) ,m满足方程:

　　
3m - 1= 2uc ,

3m + 1= 4t ,
或　

3m - 1 = 2u ,

3m + 1 = 4tb ,

其中 ,u, t为素数 ,b≥ 1,c≥ 1.

　　定义 2　设 k= max {ce (G) } ,现将 G的所有 k阶

循环子群按共轭分类 ,设 M 1 ,M 2 ,… ,Mt 是全部不同

的类 .命 mi = |G∶N G(〈xi〉 )|,其中〈xi〉∈ Mi , 1≤ i

≤ t.则 mi的取值与〈x i〉在 Mi中的选择无关 ,而仅与

Mi本身有关 ,称数组 (m1 ,m2 ,… ,mt )为 G的 m-型 ,并

记 m (G) = (m1 ,m2 ,… ,mt ) .

　　引理 1. 5　设 G有 m-型 (m1 ,m2 ,… ,mt ) ,如果它

满足下面的条件 ,则此时对应的有限群群 G不存在:

存在素数 q、正整数 S1和 n,使得

　　|G|= S1  m1 ,m1 + m2+ … + mt = n,

对于某个 mi ,q|mi ,但 q S1× n×h(k ) ,其中h(k)是 k

的 Euler函数 ,且 k = max {ce (G) } .

　　证明　反证法　 假设存在这样的有限群 G满

足题设的条件 .不妨设 q|m1 , q n,则必存在 mj ,记为

m2 ,使得 q m2 .设 xi是 G的最高阶为 k的元素 ,并且它

属于共轭类长为 mi的共轭类 Mi ,其中 1≤ i≤ n.下面

式子总是成立的:

　　 G= m 1  |NG (〈x 1〉 )∶CG (x 1 )||CG (x 1 )|= m2  

|NG (〈x2〉 )∶CG (x 2 )||CG (x 2 )|.

　　 因为 q S1 , 则 q |CG ( x1 )|. 根据假设 q m2 ,

q h(k ) , 从而有 q||CG (x 1 )|, 但是 c(CG ( x1 ) ) =

c(CG (x 2 ) ) ,因此 q||CG ( x1 )|,矛盾 .

　　根据引理 1. 5,即得下面的推论:

　　推论 1　设有限群 G满足引理 1. 5的条件 ,且 k

= max {ce (G) } .如果c(n) { 2, r } , r是奇素数 ,c(k )

 { 2, 3, q} ,且c(h(k ) ) = { 2,p } ,其中 p和 q都是素

数 .则 G或者是 { 2, 3, p,q} -群 ,或者是 { 2, 3, p, q, r} -

群 .特别地 ,若c(n ) = {r} ,则结论仍然成立 .

　　引理 1. 6　设 G是单 K 3-群 ,则 G是同构于下述

群之一:

A5 ( 2
2
 3 5) , A6 ( 2

3
 3

2
 5) , L2 ( 7) ( 2

3
 3  7) ,

L2 ( 8) ( 23  32  7) ,L 2 ( 17) ( 24  32  17) ,L 3 ( 3) ( 24  33

 13) ,U3 ( 3) ( 25  33  7) ,U4 ( 2) ( 26  34  5) .

　　推论 2　设 G是 K 3-群 ,则 G可解 ,如果c(G)非

下述集合之一: { 2, 3, 5} , { 2, 3, 7} , { 2, 3, 13}及 { 2, 3,

17}.

　　证明　由引理 1. 6直接可得推论 2.

2　定理 1的证明

　　本文中 k= max {ce (G) } , x表示 G的阶为 k的元

素 ,则有|NG (〈x〉)∶CG ( x )||h(k ) . n是 G中 k阶循环

子群的个数 ,定理 1中的素数 p > 7.而且下面的等式

总是成立的:

　　|G|=

|G∶N G(〈x〉 )||NG (〈x〉 )∶CG( x )||CG( x )|, (* )

因为 nh(k) = 68p ,表 1为根据引理 1. 1,得到的 n,

h(k )和 k三者之间的关系 .

表 1　n ,φ( k)和 k的关系

Table 1　Relat ions of n ,φ(k ) and k

n h(k ) k

1 68p k

2 34p
q或 2q

q= 34p+ 1

17 4p
( 1) 3q, 4q, 6q

q= 2p+ 1
( 2)q , 2q

q= 4p+ 1

34 2p
q或 2q

q= 2p+ 1

17p 4 5, 8
10, 12

34p 2 3
4
6

68p 1 2
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　　定理 1的证明过程分散 7个主要的引理当中 , 7

个引理得到证明后 ,从而定理 1的结论自然成立 .

　　引理 2. 1　若|M (G)|= 68p ,n = 1,则 G超可

解 .

　　证明　根据引理 1. 1,结论是显然的 .

　　引理 2. 2　若|M (G)|= 68p,n = 2,则 G可解 .

　　证明　此时由表 1可知 ,k = q或 k = 2q,其中

素数 p > 7且 q = 34p+ 1是素数 .由引理 1. 1易知

k≠ q.设 x是 G的最高阶为 k的元素 .若 k = 2q,则

CG (x )是 { 2,q} -群 ,故可解 ,并且有h(k ) = 34p,因此

|NG (〈x〉 )∶CG (x )||34p ,而且有c( NG (〈x〉 ) ) { 2,

17, p, q} .令 {r , s , t } { 2, 17, p, q} ,因素数 p > 7,于

是由推论 2知 { 2, 17, p ,q}-群的任何一个 {r , s, t } -子

群不可能与某一单 K 3-群同构 ,同时 , { 2, 17,p ,q} -群

是 3′K 4-群 ,因为 5 |G|,由引理 1. 3,则 { 2, 17, p,q} -

可解 . 特别地 N G(〈x〉 ) /CG (x ) 可解 , 进一步有

NG (〈x〉 )可解 .因 |G∶N G (〈x〉 )|≤ 2,则 N G (〈x〉 )

4 G,而且 G /N G(〈x〉 )可解 ,进一步易知 G亦可解 .

　　引理 2. 3　若 |M (G)|= 68p ,n = 17,则 G可

解 .

　　证明　根据表 1,此时h(k ) = 4p,其中素数 p >

7.由于 x 表示 G的一个最高阶为 k的元素 ,从而

|NG (〈x〉 )∶CG (x )||4p ,而且 k的取值为下面的情况

之一:

　　 (a) k = q或 2q,其中 q = 4p+ 1是素数 ;

　　 ( b) k = 3q, 4q或 6q,其中 q = 2p+ 1是素数 .

　　下面再根据 k的不同取值继续进行讨论:

　　 (Ⅰ )若 k = q或 2q,其中 q = 4p + 1是素数 ,则

CG (x )是 { 2, q} -群 ,且有|N G(〈x〉 )∶CG (x )||4p.因

为 n = 17是素数 ,于是根据推论 1及 (* )式 ,则 G是

{ 2, p, q} -群或 { 2, 17, p ,q}-群 .

　　若 G是 { 2,p ,q} -群 ,因素数 p > 7,且 q= 4p+

1是素数 ,于是由推论 2知 G可解 .

　　若 G是 { 2, 17,p ,q} -群 ,则 G是 3′K4 -群 ,由于 5

 c(G) ,由引理 1. 3可知 G此时也可解 .

　　 (Ⅱ )现在我们讨论 k的取值为 k= 3q, 4q或 6q的

情形 ,其中 q= 2p+ 1是素数 ,分以下 3种情况讨论:

　　 ( 1)若 k= 4q,其中 q= 2p+ 1为素数 ,则 CG (x )

是 { 2,q} -群 .类似于上一步 ,由推论 1知此时 G是 { 2,

p ,q}-群或 { 2, 17,p ,q} -群 .同样地 ,由前面一步的证

明 ,可知 G可解 .

　　 ( 2)若 k= 3q,其中 q= 2p+ 1是素数 ,则 CG (x )

是 { 3,q} -群 .现假设|CG (x )|= 3u  q
v ,且 CG ( x )中没

有 32或 q
2阶元素 .如果 u≥ 4,则 CG (x )中至少有 ( 34

- 1) (q - 1) = 160p个 3q阶元素 ,与题设|M (G)|=

68p矛盾 ,故 u≤ 3.如果 v≥ 2,通过完全相同的推理

可知 CG (x )中至少有 8p2+ 8p个 3q阶元素 ,因为素

数 p > 7,显然 8p2 + 8p > 68p ,矛盾 .故 v = 1,从而

|CG (x )|= 3u  q,其中 u≤ 3.因为c(h(k ) ) = { 2,p }

及 n = 17是素数 ,于是根据推论 1及 (* )式 ,则 G是

{ 2, 3, p ,q}-群或 { 2, 3, 17, p,q} -群 .

　　设 Q是 CG (x )的 q-Sylow子群 ,容易看到 Q char

CG( x ) 4 N G (〈x〉 ) ,即 Q 4 N G(〈x〉 ) ,也即 NG (〈x〉 )

≤ NG (Q) .因为|G∶NG (〈x〉 )|=

|G∶N G(Q)||NG (Q)∶NG (〈x〉 )|,且

|G∶N G(〈x〉 )|≤ 17. 于是由 Sylow 定理 , 则有

|G∶N G(Q)|= 1,故 Q4 G.

　　若 G是 { 2, 3, p ,q}-群 ,则 G /Q是 { 2, 3, p} -群 ,因

为素数 p > 7,且 q = 2p+ 1是素数 ,则 p = 11或 p

≥ 19.由推论 2,可知 G /Q可解 ,进一步 G可解 .

　　若 G是 { 2, 3, 17, p,q} -群 ,则 G /Q是 { 2, 3, 17,

p} -群 .由 (* )式 ,我们可以假设|G /Q|= 2T 3u  17

 p
U
,其中T≤ 2,u≤ 3及U≤ 1.命G= G /Q,若T=

1,则G显然可解 ,进一步得出 G可解 .下面不妨设T=

2.

　　若 U= 0,则|G|= 22  3u  17,其中 u≤ 3.由

引理 1. 6,易知G可解 ,从而 G可解 .若U= 1,则|G|

= 2
2
 3

u
 17 p ,其中 u≤ 3.下面我们只需证明G可

解 .

　　 根据上面的分析可以知道 G的任何一个截断都

不可能与某一单 K 3 -群同构 ,如果 G不可解 ,因 G是

K 4-群 ,则 G必存在一个截断 ,仍然记为W / S,同构于

某单 K 4-群 .由 (* )式 ,设|W / S|= 22  3t 17 p ,

其中 t≤ u≤ 3.根据引理 1. 4可知道W / S只能同构

于下述单 K 4 -群之一:

　　 ( a)若W / S L 2 ( r ) , r是素数 ,且满足方程:

　　 r
2
- 1= 2

a
 3

b
 v

c
,

其中 ,a≥ 1,b≥ 1,c≥ 1,素数 v > 3.因为|L2 (r )|=

r (r
2
- 1) /( 2, r - 1) ,比较 L2 (r )和W / S的阶易知 ,

r≠ 17,a≤ 2,b≤ 3,c= 1.因此 v = 17, r = p.分别

代入 a,b的所有各种正整数的取值 ,简单的计算易

知 ,这样的素数 p是不存在的 .因此W / S L 2 (r ) .

　　 ( b)若W / S L 2 ( 2m ) ,且 m满足方程:

　　
2m - 1 = v ,

2m + 1 = 3tb ,

其中 ,v , t ,是素数 , t > 3,b≥ 1.通过比较 L 2 ( 2m )和

W / S的阶 ,我们有 m= 2,则 3 tb = 5,显然这时方程

组无解 .于是W / S L2 ( 2
m
) .
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　　 (c)若W / S L 2 ( 3
m
) ,m下列方程组之一:

　　
3m - 1= 2vc ,

3m + 1= 4t ,
　或　

3m - 1 = 2v ,

3m + 1 = 4tb ,

其中 ,v , t是素数 ,b≥ 1, c≥ 1.用完全类似于 ( a)的方

法 ,易验证上述的两个方程组均无解 ,因此W / S 

L2 ( 3m ) .至此我们已经证明了在 ( 2)的条件下 , G是可

解的 ,从而 G可解 .

　　 ( 3)若 k= 6q,其中素数 p > 7, q= 2p+ 1是素

数 ,则 CG (x )是 { 2, 3,q}-群 .现假设|CG( x )|= 2T 3U

 q
V
,类似于 ( 2)的推理方法 ,可以证明T≤ 4,U≤ 3,

V= 1.因此|CG (x )|= 2
T
 3

U
 q,其中T≤ 4,U≤ 3.

　　设 Q是 CG (x )的 q-Sylow子群 ,则断言 Q4 G.先

证明 Q4 CG ( x ) .若否 ,则 CG (x )中至少含有 q+ 1=

2p + 2个 Sylow -q子群 .因为 Q4 Z (CG ( x ) ) ,素数 p

> 7,故 CG (x )中至少有 2 ( 2p+ 2)  (q - 1) = 8p2

+ 8p个 6q阶元素 ,显然 8p2+ 8p > 68p,矛盾 .于是

Q4 CG (x ) ,又 CG (x ) 4 NG (〈x〉 ) ,因而 Q4 NG (〈x〉 ) ,

也即 N G(〈x〉 )≤ N G(Q) .由于|G∶NG (〈x〉 )|=

|G∶ NG (Q)||NG (Q )∶N G(〈x〉 )|,及

|G∶ NG (〈x〉 )|≤ 17, 根据 Sylow 定理 , 则有

|G∶ NG (Q)|= 1,从而断言成立 .

　　因为 CG (x )是 { 2, 3,q} -群 ,h(k ) = 4p及 n = 17

是素数 ,于是根据推论 1及 (* )式 ,则 G是 { 2, 3, p,

q} -群或 { 2, 3, 17, p,q} -群 .由于 Q4 G.

　　若 G是 { 2, 3,p ,q} -群 ,则 G /Q是 { 2, 3, p} -群 ,类

似于 ( 2)前面部分的证明可知 G /Q可解 ,从而 G可

解 .

　　若 G是 { 2, 3, 17, p, q} -群 ,则 G /Q是 { 2, 3, 17,

p } -群 .由 (* )式 ,现假设|G /Q|= 2T 2m  3U p
V 

17,其中T≤ 4,m≤ 2,U≤ 3,V≤ 1.令λ= T+ m ,则

λ≤ 6,|G|= |G /Q|= 2λ 3U 17 p
V,其中λ≤ 6,

U≤ 3,V≤ 1.下面分V= 0和V= 1两种情况分别来

证明G可解 .

　　若U= 3,V= 0,则T≤ 2,因此λ≤ 4,故|G|=

|G /Q|= 2
λ
 3

3
 17,其中λ≤ 4.如果G不可解 ,则必

有 G的一个截断 ,记为K / H ,使得 K / H L2 ( 17) ,但

L2 ( 17)中有 9阶元素 ,而 G中没有 9阶元素 ,矛盾 .因

此 G可解 .

　　若U= 2,V= 0,则T≤ 3,因此λ≤ 5,故|G|=

|G /Q|= 2λ 32  17,其中λ≤ 5.如果G不可解 ,类似

于上一步的方法 ,易推出同样的矛盾 .

　　若U= 1,V= 0,则T≤ 4,因此λ≤ 6,故|G|=

|G /Q|= 2λ 32  17,其中λ≤ 6.此时由引理 1. 6,可

知 G可解 .

　　若V= 1,则|G|= |G /Q|= 2
λ
 3

U
 17 p,其

中λ≤ 6,U≤ 3.根据上面的分析 ,我们可以知道 G的

任何一个截断都不可能与某一单 K 3-群同构 ,如果 G

不可解 ,因G是 K 4-群 ,则 G必存在一个截断 ,仍记为

W / S,同构于某单 K 4-群 .不妨设|W / S|= 2m1  3m2

 17 p,其中 2≤ m1≤λ≤ 6,m2≤U≤ 3,根据引理

1. 4,我们知道W / S只能同构于下述单 K 4-群之一:

　　 ( a)若W / S L 2 ( r ) , r是素数 ,且满足方程:

　　 r
2
- 1= 2

a
 3

b
 u

c
,

其中 ,a≥ 1,b≥ 1,c≥ 1,素数 u > 3.

　　 比较W / S和 L2 (r )的阶 ,则有 u = 17,c= 1,并

且有 a≤ 7,b≤ 3.于是 r
2 - 1= p

2 - 1= 2a  3b  17.

通过简单的计算易知 ,对于所有满足条件 2≤ a≤ 7,

b≤ 3的正整数 a和 b,此方程均无解 ,因此W / S 

L2 (r ) .

　　 ( b)若W / S L 2 ( 2m ) ,m满足方程组:

　　
2m - 1 = u1 ,

2
m
+ 1 = 3t

b
,

其中 ,u1 , t是素数 ,且 t > 3,b≥ 1.

　　因为|L2 ( 2m|= 2m  ( 2m + 1)  ( 2m - 1) ,与W /

S阶相比较 ,易知 u1≠ 17,因此 t = 17,b = 1.代入上

述方程组则有 2m+ 1= 3 17的解 ,也即 2m = 50,显

然这是不可能的 ,从而W / S L2 ( 2m ) .

　　 ( c)若W / S L2 ( 3m ) ,m满足引理 1. 4方程组

( 6) .

　　若 m满足方程组:

　　
3m - 1 = 2uc ,

3m + 1 = 4t ,

因为|L 2 ( 3m )|= 3m ( 3m+ 1) ( 3m - 1) /( 2, 3m - 1) ,把

它与W / S的阶相比较 ,易知 u≠ 17,c= 1.因此 t =

17,代入上述方程组则有 3
m
+ 1= 68,也即 3

m
= 67,

这是不可能的 .

　　若 m满足方程组:

　　
3m - 1 = 2u2 ,

3
m
+ 1 = 4t

b
,

其中 , u2 , t是素数 ,且 b≥ 1, c≥ 1,类似于前一步的方

法 ,我们可以证明此时方程组也无解 ,因此W / S 

L2 ( 3m ) .这样就证明了 G可解 .

　　引理 2. 4　若|M (G)|= 68p,n = 34,则 G可

解 .

　　证明　因为 x是 G的最高阶为 k的元素 ,根据表

1 则有 k = q或 2q, 其中 q = 2p + 1素数 , 及

|NG (〈x〉 )∶CG( x )||h(k ) ,并且有h(k ) = 2p ,素数 p

> 7.由引理 1. 6易知 k≠ q,因而下面只需讨论 k= 2q
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的情形 .

　　因为 k= 2q,则 CG (x )是 { 2, q} -群 .由于h(k ) =

2p ,及c(n) = { 2, 17} ,因此根据推论 1及 (* )式 ,则

G是 { 2, p, q} -群或 { 2, 17, p ,q}-群 .

　　若 G是 { 2,p ,q} -群 ,由于素数 p > 7,且 q = 2p

+ 1素数 ,于是由推论 2易知 G可解

　　若 G是 { 2, 17, p ,q}-群 ,则 G是 3′K 4-群 ,且因

5 |G|,由引理 1. 3,从而 G可解 .

　　引理 2. 5　若|M (G)|= 68p ,n = 17p ,则 G可

解 .

　　证明　由于 x是 G的最高阶为 k的元素 ,根据表

1,此时 k= 5, 8, 10, 12,且|NG (〈x〉 )∶CG (x )||h(k ) ,

其中h(k ) = 4.

　　若 k= 5, 8, 10,则 CG ( x )是 2-群或 { 2, 5} -群 ,因

为素数 p > 7,则 p |G|且 17 |G|.从而由推论 1及

(* )式 ,则 G是 2-群或 { 2, 5}-群 ,于是 G可解 .

　　若 k = 12,则 17 |G|.类似地我们有 G是 { 2, 3} -

群或 { 2, 3,p } -群 .由于 k = 12,而且素数 p > 7,则有

p = 11或 p≥ 17.又单 k3-群不含有素因子 11,从而

可知 G可解 .

　　引理 2. 6　若|M (G)|= 68p ,n = 34p ,则 G可

解 .

　　 证明 　 根据表 1, 我们有 k = 3, 4, 6, 及

|NG (〈x〉 )∶CG (x )||h(k ) ,其中h(k ) = 2.由 x是 G的

最高阶为 k的元素 G,则 CG (x )是 2-群或 { 2, 3} -群 ,

考虑到 k≤ 6,因为素数 p > 7,于是类似于引理 2. 5

的推理方法 ,易知 G是 2-群或 { 2, 3} -群 ,因而 G可解 .

　　引理 2. 7　若|M (G)|= 68p ,则 n≠ 68p.

　　证明　假设|M (G)|= 68p ,n= 68p,则 k = 2,

因此 G是初等交换 2-群 .令|G|= 2u , u是某正整数 .

则 G中最高阶为 2的元素个数为 2
u
- 1,显然不可能

为 68p,矛盾 .

　　由定理 1,我们即可得 Thompson猜想成立的一

个条件 ,即:

　　推论 3　设 G与 M是同阶型群 ,如果 G是最高

阶元素个数 68p的有限群 ,其中素数 p > 7.则 M可

解 .
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骨髓干细胞刺激其他干细胞分化

　　美国杜兰大学教授达尔文· 普洛科普等研究人员将人体骨髓干细胞移植到实验鼠的大脑海马区的齿状回

里 ,结果发现 ,实验鼠大脑海马区的新生神经元细胞在移植手术 7天后明显增加 ;在移植后 30天 ,不仅神经元

细胞继续增长 ,而且负责神经元细胞之间通信联系的星形胶质细胞也明显增加。这些细胞都是实验鼠自身的神

经元干细胞分化而来的。研究人员认为 ,移植的人体骨髓干细胞刺激了实验鼠自身神经元干细胞的增殖、迁徙

和分化。出现这种情况的原因可能是骨髓干细胞分泌的多种诱导因子刺激了实验鼠的神经元干细胞 ,也有可能

是骨髓干细胞分泌的生长因子刺激了实验鼠大脑中原有的星形胶质细胞 ,而星形胶质细胞又促进神经元细胞

的生长。

　　这一成果表明骨髓干细胞有刺激其他干细胞分化生长的能力 ,这一发现对发展应用干细胞的再生疗法可

能有重要意义。 (据科学网 )　　
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