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摘要　研究满足三重局部变换规则—— 232规则的一维有限元胞自动机分别在固定边界条件和周期边界条件下

的稳定性 , 刻划了该类元胞自动机中不动点的个数及它们的瞬时长度 .
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Abstract　 The stabili ty of one-dimentional fini te Cellular Automate w ith t riplet local transi tion rule

232 w ere dealt wi th, and boundary condi tions or cyclic boundary condi tions w ere respectiv ely fix ed.

The formulae of the number of fixed points and transient leng th w ere found.
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　　元胞自动机 ( Cellula r Automata, 以下简称 CA)

是由大量简单一致的元素通过局部联系组成的时间、

空间变量均离散的系统 .它最早由 Von Neuman等人

提出来 , 当初主要用于模拟生命系统的自复制功

能 [1 ] . 近 20年来 , 许多学者对 CA的行为进行研究并

应用到数学、 物理、 生物和计算机科学等领域 . 对元

胞自动机的研究 ,主要是研究它们的行为 ,即它们在

演化过程中的性态 . Y. Kaw ahara研究了满足线性 90

规则的 2维 CA
[2 ] ; H. Lee和 Y. Kaw ahara研究了满足

线性 60规则的一维 CA[3 ] ; T. Sato讨论了 27规则非线

性 CA
[4 ]
; Shuichi INOKUCHI讨论了 156规则

[ 5]
、 14

规则和 142规则非线性 CA
[6 ] . 232规则的一维 CA即

满足 “少数服从多数” 演化规律的 CA. 它们能刻划

和描述许多现实世界的实际情况 . 本文主要研究 232

规则一维 CA的行为 , 对它们的稳定性、不动点个数

和瞬时长度进行了具体刻划 .

1　基本概念与记号

　　一个 CA是一个动态系统 (X , f ) ,其中 X是位形

集 , f是变换函数 .一个 CA是一维的 ,如果它的位形

中的细胞是呈线性排列的 . 关于 CA的概念及性质 ,

参见文献 [1] .

　　定义 1　设 { 1, 2,… ,m }是 m个细胞的集合 ,向

量 x = ( x1 ,x 2 ,… , xm ) ,其中 xi ∈ { 0, 1} ,称为一个位

形 ,并称所有位形构成的集合为位形集 .

　　一般用序列 x 1x2… xm表示位形 (x 1 , x2 ,… ,xm ) .

　　定义 2　函数 f : { 0, 1}3→ { 0, 1}称为一个三重

局部变换规则 ,如果 f可以表现为以下形式:

　　
111 110 101 100 011 010 001 000

r 7 r6 r5 r4 r 3 r 2 r1 r0

其中 , ri = f (x yz ) ,且 i = 2
2
x+ 2

1
y+ 2

0
z ,而且 f的

规则数 R定义为:

　　 R = 2
7
r7 + 2

6
r6 + … + 2

0
r0 .

　　例如 ,设三重局部变换规则 f为:

　　
111 110 101 100 011 010 001 000

1 1 1 0 1 0 0 0

则它的规则数为 27× 1+ 26× 1+ 25× 1+ 24× 0

+ 23× 1+ 22× 0+ 21× 0+ 20× 0= 232.

　　显然 ,规则 232可看作“少数服从多数”的规则 ,

即当 x yz含有 2个或 2个以上的 1(或 0)时 , f ( xyz )

= 1(或 0) .

　　定义 3　设函数W: { 0, 1}
m
→ { 0, 1}

m
定义为:

　　W( x1 ,x 2… xm ) = ( f (T,x 1 ,x 2 ) , f (x 1 ,x 2 , x3 ) ,… ,

f (xn- 1 , xn ,U) ) ,

式中 , f是三重局部变换规则 ,T,U,xi∈ { 0, 1} ,称W为

全域变换函数 .
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　　一般称 (T,U)为边界条件 ,边界条件 (T,U)是周

期的当且仅当对位形 x = x 1x 2… xm ,有 T= xm ,U=

x1 ,边界条件 (T,U)是固定的当且仅当T,U都是固定

的 .特别有 ,当 T= a,U= b时 ,称边界条件为 a - b.

　　通常把包含 m个细胞 ,满足规则 R和边界条件

(T,U)的一维 CA记为 CA - RT-U(M ) .

　　定义 4　设 x是 CA - RT-U(M )的一个位形 ,若

存在正整数 s ,使得 Ws (x ) = x ,记 T = min{s≥

1|W
s
(x ) = x } ,则称 x位于一个周期长度为 T的循环

上 .若位形 x ( 1) , x ( 2) ,… ,x ( T )互不相同且满足 x ( i

+ 1) = W(x ( i ) ) ,x ( T+ 1) = x ( 1) ,其中 1≤ i≤ T ,

则称 x ( 1) ,x ( 2) ,… , x ( T )作成一个周期长度为 T的

有限循环 ,记为 T -循环 .

　　特别有 ,周期长度为 1的有限循环称为一个不动

点 .记VT (m )为 CA - RT-U(M )中 T-循环的个数 .

　　定义 5　设 x是 CA - RT-U(m )的一个位形 ,若

存在正整数 s ,使得Ws ( x )是一个不动点 ,则称 x可稳

定 .满足条件最小的 s称为 x的稳定步数 .

　　这里定义不动点的稳定步数为 0.

　　定义 6　设 x = x1x 2… xm是 CA - RT-U(m )的

一个位形 ,若 x的子序列 x i… xi+ l满足 ,对任一正整数

s ,e = W
s
( x ) = e1e2… em ,有 xi… xi+ l = ei… ei+ l ,则称

xi… xi+ l为 x的不动子序列 .若存在 s ,使得 e= W
s
(x )

= e1e2… em中的子序列 ei… ei+ l为 e的不动子序列 ,则

称 xi… x i+ l为 x的可稳定子序列 ,满足以上条件最小

的 s称为 xi… xi+ l的稳定步数 .

　　定义 7　一个位形 x的高度 h (x )定义为 h (x ) =

min{s≥ 0|Ws (x )在一个有限循环上 } , CA- RT-U(m )

的瞬时长度定义为: H (m ) = max {h( x )|x是 CA -

RT-U(m )的位形 } .

2　满足固定边界条件的 CA- 232α- β (m )

　　这部分讨论当 (T,U)为固定边界条件时 , CA -

232T-U (m )的稳定性 ,不动点的个数及瞬时长度 .

　　引理 1　 CA - 232T-U(m )的位形 c是不动点当

且仅当TcU不包含子序列 101与 010.

　　证明　 ( )　假设TcU包含子序列 xi- 1x ixi+ 1 =

101或 010,其中 1≤ i≤ m ,x 0 = T, xm+ 1 = U.由于

f ( 101) = 1, f ( 010) = 0,与 c为不动点矛盾 ,故TcU不

包含子序列 101与 010.

　　 ( )由于当 x yz≠ 101, 010时 , f (xyz ) = y ,从

而TcU不包含子序列 101与 010时 ,c为不动点 .

　　由引理 1易得 CA - 232T-U (m )的所有不动点 .

　　推论 1　 CA - 232T-U(m )的所有不动点为

　　 0i1 1j1 0i2 1j2… 0in 1jn ,

其中∑
n

k= 1 ( ik + jk ) = m , i1≥ 0, ik > 0, (k = 2,… ,

n) ; jk > 0, (k = 1,… ,n - 1) , jn≥ 0,且满足

　　 ( 1)T= 0,U= 0时 , jk≥ 2, (k = 1,… ,n - 1) ;

ik ≥ 2, (k = 2,… ,n - 1) ;若 jn > 0,则 jn≥ 2且 in≥

2;

　　 ( 2)T= 0,U= 1时 , jk≥ 2, (k = 1,… ,n - 1) ;

ik≥ 2, (k = 2,… ,n) ;

　　 ( 3)T= 1,U= 0时 , jk≥ 2, (k = 2,… ,n - 1) ;

ik≥ 2, (k= 2,… ,n - 1) ;若 i1 > 0,则 i1≥ 2且 j1≥

2;若 jn > 0时 , jn≥ 2且 in≥ 2;

　　 ( 4)T= 1,U= 1时 , jk≥ 2, (k = 2,… ,n - 1) ;

ik≥ 2, (k = 2,… ,n) ;若 i1 > 0,则 i1≥ 2且 j 1≥ 2.

　　引理 2　设 c,d是 CA - 232T-U(m )的位形 ,且

d = W(c ) ,若存在 cici+ 1… ci+ k = a
k+ 1

, (k≥ 1) ,则

didi+ 1… d i+ k = a
k+ 1

,其中 a∈ { 0, 1}.

　　证明　显然成立 .

　　引理 3　设 c,d是 CA - 232T-U(m )的位形 ,且

d = W(c) ,若存在 ci = ci+ 1 ,cj = cj+ 1 ,其中 i , i+ 1≤ j ,

j + 1,则 c′= cici+ 1… cjcj+ 1是 CA - 232T-U( j - i+

2)的一个位形 ,且 didi+ 1… d jd j+ 1 = W′(c′) ,其中W′是

CA - 232T-U ( j - i+ 2)的全域变换函数 .

　　证明　显然成立 .

　　如果位形 c的子序列 cici+ 1… cjcj+ 1满足引理 2的

条件 ,可以有以下写法:

　　d1d2… didi+ 1 = W(c1c2… cici+ 1 ) ,

　　d idi+ 1… d jd j+ 1 = W(cici+ 1… cjcj+ 1 ) ,

　　d jd j+ 1… dm- 1dm = W(cjcj+ 1… cm- 1cm ) .

　　引理 4　对于 CA - 232T-U(m ) ,

　　 ( 1) m 为奇数时 , 位形 c = ( 10)
m- 1

2 1, d =

( 01)
m- 1

2 0可稳定 ;

　　 ( 2) m为偶数时 ,位形 e = ( 10)
m
2 , f = ( 01)

m
2可

稳定 .

　　 证明　我们只证明 ( 1) .对于 ( 2)的证明与 ( 1)

的证明类似 .

　　 ( 1) m为奇数时 ,易见对任意 1≤ s≤ m - 1
2

,有

　　 (Ⅰ ) T= 0,U= 0时 ,W
s
(c) = 0

s
( 10)

m- 1
2

- s
10

s
,

Ws (d ) = 0s ( 01)
m- 1

2
- s 0s+ 1 ,从而 ,W

m+ 1
2 (c) = 0m ,W

m- 1
2 (d )

= 0m ;

　　 (Ⅱ ) T= 0,U= 1时 ,W
s
(c) = 0

s
( 10)

m- 1
2

- s
1
s+ 1

,

Ws (d ) = 0s ( 01)
m- 1

2
- s 01s ,从而 ,W

m- 1
2 (c) = 0

m- 1
2 1

m+ 1
2 ,

W
m- 1

2 (d ) = 0
m+ 1

2 1
m- 1

2 ;

　　 (Ⅲ ) T= 1,U= 0时 ,W
s
(c) = 1

s
( 10)

m- 1
2

- s
10

s
,

Ws (d ) = 1s ( 01)
m- 1

2
- s 0s+ 1 ,从而 ,W

m- 1
2 (c) = 1

m+ 1
2 0

m- 1
2 ,
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W
m- 1

2 (d ) = 1
m- 1

2 0
m+ 1
2 ;

　　 (Ⅳ ) T= 1,U= 1时 ,W
s
( c) = 1

s
( 10)

m- 1
2

- s
1
s+ 1

,

Ws (d ) = 1s ( 01)
m- 1

2
- s 01s ,从而 ,W

m- 1
2 (c) = 1m ,W

m+ 1
2 (d )

= 1m .

　　综上所述 ,位形 c,d可稳定 .同理可证位形 e, f

可稳定 .

　　引理 5　设 c是 CA- 232T-U (m )的位形 ,若存在

ci = ci+ 1 ,cj = cj+ 1 ,其中 i+ 1 < j ,且 ci+ 1ci+ 2… cj中任

意两个相邻元不相等 ,则子序列 A= cici+ 1… cjcj+ 1是 c

的可稳定子序列 .

　　证明　 (Ⅰ )若 ci = ci+ 1 = cj = cj+ 1 = 0,则 A =

00( 10)
k
100,其中 k≥ 0, 2k+ 5= j - i+ 2. k= 0时 ,

有W( 00100) = 00000, k> 0时 ,对任意 1≤ s≤ k ,有

Ws ( 00( 10)k 100) = 0s+ 2 ( 10) k- s 10s+ 2 , 从 而 ,

W
k+ 1

( 00( 10)
k
100) = 0

2k+ 5
;

　　 (Ⅱ ) 若 ci = ci+ 1 = 0,cj = cj+ 1 = 1, 则 A =

00( 10)
k
11,其中 k≥ 0, 2k+ 4= j - i+ 2.k = 0时 ,

A已为 c的不动子序列 ,k > 0时 ,对任意 1≤ s≤ k ,

有 Ws ( 00( 10)k 11) = 0s+ 2 ( 10) k- s 1s+ 2 , 从 而 ,

W
k
( 00( 10)

k
11) = 0

k+ 2
1
k+ 2

;

　　 (Ⅲ )若 ci = ci+ 1 = 1,cj = cj+ 1 = 0,此时与 (Ⅱ )

关于 0, 1对称 ,同理可证 ;

　　 (Ⅳ )若 ci = ci+ 1 = 1,cj = cj+ 1 = 1,此时与 (Ⅰ )

关于 0, 1对称 ,同理可证 .

　　引理 6　设 c是 CA- 232T-U (m )的位形 ,且存在

ci = ci+ 1 , cj = cj+ 1 ,使得子序列 c1c2… ci- 1与 cj+ 2… cm都

没有相邻元相等 ,其中 1≤ i , i+ 1≤ j , j+ 1≤ m .记

A1 = c1c2… ci+ 1 , A2 = cjcj+ 1… cm ,则 A1 , A2是 c的可稳

定子序列 .

　　证明　若 ci = ci+ 1 = 0,则 A1 = ( 10)
k
100, ( 2k

+ 3 = i+ 1)或 ( 01)
k
00, ( 2k+ 2 = i + 1) . A1 =

( 10) k 100时 ,取 c′= ( 10) k1,令W′为 CA - 232T- 0 ( 2k

+ 1)的全域变换函数 ,则对任意 s≥ 1,有Ws (c′) =

W′s (c′) ,由引理 4. (Ⅰ )知 c′在 CA - 232T- 0 ( 2k+ 1)

中可稳定 ,从而子序列 c′在 CA - 232T-U(m )中可稳

定 ,故 A1在 CA - 232T-U(m )中可稳定 .

　　A1 = ( 01)k 00时 ,取 c″= ( 01)k ,令 W″为 CA -

232T- 0 ( 2k )的全域变换函数 ,则对任意 s≥ 1,有W
s
(c″)

= W″s (c″) ,由引理 4. (Ⅱ )知 c″在 CA - 232T- 0 ( 2k )中

可稳定 ,从而子序列 c″在 CA - 232T-U(m )中可稳定 ,

故 A1在 CA - 232T-U (m )中可稳定 .

　　当 ci = ci+ 1 = 1时 ,同理可证 A1可稳定 .

　　对 cj = cj+ 1时的情形 ,进行类似的讨论 ,可证 A2

可稳定 .

　　定理 1　 CA- 232T-U(m )中任一位形均可稳定 .

　　证明　设 c是 CA - 232T-U(m )的任一位形 ,

　　 (Ⅰ )若 c1c2… cm中无相邻元相等 ,则当 m为奇数

时 ,c = ( 10)
m- 1

2 1或 ( 01)
m- 1

2 0; 当 m 为偶数时 ,c =

( 10)
m
2或 ( 01)

m
2 .由引理 4知 ,上述 4种位形均可稳定 .

　　 (Ⅱ )若 c1c2… cm 中有相邻元相等 , 设 ci
1
ci

1
+ 1 ,

ci
2
ci

2
+ 1 ,… ,ci

n
ci
n
+ 1是 c1c2… cm 中从左至右所有不重复

的相等相邻元 ,满足: ci
j
+ 1 < ci

j+ 1
, ( j = 1, 2,… ,n -

1) ; c1… ci
1
- 1 与 ci

n
+ 2… cm 中都无相等的 相邻元 ;

ci
j
+ 2… ci

j+ 1
- 1 , ( j = 1, 2,… ,n - 1)中无相等的相邻

元 .令 A1 = c1… ci1+ 1 , Aj = cij- 1cij- 1
+ 1… cij cij+ 1 , ( j = 2,

… ,n) , An+ 1 = ci
n
ci
n
+ 1… cm ,由引理 5, 6知 A1 , A2 ,… ,

An+ 1都是 c的可稳定子序列 ,设 Ai的稳定步数为 si ,则

由 Ai的构造知 c的稳定步数为 max {s1 , s2 ,… , sn+ 1} ,从

而 c可稳定 .

　　称定理 1证明中定义的子序列 A1 , A2 ,… An+ 1为

位形 c的一个可稳定子序列划分 .定理 1不仅指出 CA

- 232T-U (m )的任一位形 c均可稳定 ,还给出 c的稳定

步数的求法:由 c构造出 c的一个可稳定子序列划分

A1 , A2 ,… An+ 1 ,则 c的稳定步数为 Ai的稳定步数的最

大值 ( i = 1, 2,… ,n+ 1) .

　　由定理 1,显然有以下推论 .

　　推论 2　 CA - 232T-U(m )只有周期长度为 1的

循环 .

　　由推论 2, CA - 232T-U(m )的任一位形 c的高度

h (c)就为 c的稳定步数 ,则 CA- 232T-U (m )的瞬时长

度为 CA - 232T-U (m )的位形的稳定步数的最大值 ,

从而有

　　定理 2　 CA - 232T-U (m )的瞬时长度为

　　 H (m ) =

m
2
,　 m为偶数 ;

m + 1
2 ,m为奇数 .

　　 下面讨论 CA - 232T-U(m )中不动点的个数 ,即

V1 (m ) .

　　记 CA - 232T-U(m )中以 1开头的不动点的个数

为 V1
1 (m ) ,以 0开头的不动点的个数为 V0

1 (m ) ,则

V1 (m ) = V
1
1 (m ) + V

0
1 (m ) .

　　引理 7　 (Ⅰ )对于 CA- 2320-U(m ) ,有V
0
1 (m ) =

V1 (m - 1) ;

　　 (Ⅱ )对于 CA - 2321-U (m ) ,有V1
1 (m ) = V1 (m -

1) .

　　证明　设 c是 CA - 232T-U(m )的任一位形 .

　　 (Ⅰ )易见 , 0c2… cm是 CA - 2320-U(m )的不动点

当且仅当 c2… cm是 CA - 2320-U(m - 1)的不动点 .故
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V0
1 (m ) = V1 (m - 1) ;

　　 (Ⅱ )易见 , 1c2… cm是 CA - 2321-U(m )的不动点

当且仅当 c2… cm是 CA - 2321-U(m - 1)的不动点 .故

V1
1 (m ) = V1 (m - 1) .

　　定理 3　 (Ⅰ )对于 CA - 2320-U(m ) ,有V1 (m ) =

V1
1 (m ) + V1

1 (m - 1) + … + V1
1 ( 2) + V1 ( 1) ;

　　 (Ⅱ )对于 CA - 2321-U(m ) ,有V1 (m ) = V0
1 (m )

+ V0
1 (m - 1) + … + V0

1 ( 2) + V1 ( 1) .

　　证明　由引理 7知

　　 (Ⅰ )V1 (m ) = V1
1 (m ) + V0

1 (m ) = V1
1 (m ) + V1 (m

- 1) = V1
1 (m ) + V1

1 (m - 1) + V0
1 (m - 1) = … =

V1
1 (m ) + V1

1 (m - 1) + … + V1
1 ( 2) + V1 ( 1) .

　　 (Ⅱ )同理可证 .

　　由定理 3可得表 1,表 1给出了 CA - 232T-U(m )

对 m = 1, 2,… , 8的不动点个数及瞬时长度 .

表 1　 CA-232α- β (m)不动点个数及瞬时长度

Tabl e 1　 The number of f ixed points and transient l ength of CA-232α- β (m)

T- U
0 - 0 0 - 1 1 - 0 1 - 1

V11 (m) V1 (m ) H (m ) V1
1 (m ) V1 (m ) H(m) V0

1 (m ) V1 (m ) H(m ) V01 (m) V1 (m) H (m )

1 0 1 1 1 2 1 1 2 1 0 1 1

2 1 2 1 1 3 1 1 3 1 1 2 1

3 2 4 2 1 4 2 1 4 2 2 4 2

4 3 7 2 2 6 2 2 6 2 3 7 2

5 5 12 3 4 10 3 4 10 3 5 12 3

6 6 18 3 7 17 3 7 17 3 6 18 3

7 10 28 4 11 28 4 11 28 4 10 28 4

8 17 45 4 17 45 4 17 45 4 17 45 4

　　容易看出 CA - 2320- 0 (m )与 CA - 2321- 1 (m )

的不动点关于 1, 0对称而成对出现 , CA- 2321- 0 (m )

的不动点与 CA- 2320- 1 (m )的不动点也关于 1, 0对

称而成对出现 ,因此有

　　 定理 4　 (Ⅰ ) CA - 2320- 0 (m ) 与 CA -

2321- 1 (m )的不动点个数相等 ;

　　 (Ⅱ ) CA - 2321- 0 (m )与 CA - 2320- 1 (m )的不

动点个数相等 .

3　满足周期边界条件的 CA- 232α- β (m )

　　周期边界条件在 CA中是一个重要的性质 .许多

具体的问题都满足周期边界条件 .下面我们对满足周

期边界条件的 CA - 232T-U (m )进行研究 .

　　首先由引理 1立即得到下述结论 .

　　引理 8　设 c是 CA - 232T-U(m )的位形 ,则 c是

不动点当且仅当 cmcc1不包含子序列 101和 010.

　　由引理 8可得 CA - 232T-U (m )的所有不动点 .

　　推论 3　 CA - 232T-U(m )的所有不动点为以下

4种形式的位形:

　　 (Ⅰ ) 1i1 0j1 1i2 0j2… 1in 0jn ,其中 ,∑
n

k= 1 ( ik + jk ) =

m ; ik≥ 2, jk≥ 2, (k = 1, 2,… ,n ) ;

　　 (Ⅱ ) 1i10j 11i20j 2… 1in 0jn 1in+ 1 ,其中 ,∑
n

k= 1
( ik + jk )

+ in+ 1 = m; jk≥ 2, (k = 1, 2,… ,n) ; i1 > 0, ik≥ 2, (k

= 2,… n ) , in+ 1 > 0;

　　 (Ⅲ ) 0j 1 1i1 0j2 1i2… 0jn 1in ,其中 ,∑
n

k= 1
( jk + ik ) =

m; jk≥ 2, ik≥ 2, (k = 1, 2,… ,n ) ;

　　 (Ⅳ ) 0j1 1i1 0j2 1i2… 0jn 1in 0jn+ 1 ,其中 ,∑
n

k= 1
( jk + ik )

+ jn+ 1 = m ; ik≥ 2, (k = 1, 2,… ,n) ; j1 > 0, jk≥ 2,

(k = 2,… ,n) , jn+ 1 > 0.

　　 在周期边界条件下 , CA - 232T-U (m )也有与引

理 2类似的结论 .

　　引理 9　设 c,d是 CA - 232T-U(m )的位形 ,且

d = W(c ) ,若存在 cici+ 1… ci+ k = a
k+ 1 , (k≥ 1) ,则

didi+ 1… d i+ k = a
k+ 1 ,其中 a∈ { 0, 1}.

　　引理 10　设 c是 CA - 232T-U(m )的位形 ,若存

在 ci = ci+ 1 = a
2 ,cj = cj+ 1 = b

2 ,其中 1≤ i , i+ 1 <

j , j+ 1≤ m ,a,b∈ { 0, 1} ,则子序列 cici+ 1… cjcj+ 1是

c的可稳定子序列 .

　　 证明 　 设 c′= cici+ 1… cjcj+ 1 , 则 c′是 CA -

Ra- b ( j - i+ 2)的位形 ,对任意 k≥ 0,令 e= W
k
(c) ,

则有 eiei+ 1… ejej+ 1 = W′k (c′) ,其中W′是 CA - 232a- b ( j

- i + 2)的全域变换函数 ,由定理 1知 c′是 CA -

232a- b ( j - i+ 2)的可稳定位形 ,从而 cici+ 1… cjcj+ 1是

c的可稳定子序列 .

　　引理 11　设 c是 CA - 232T-U (m )的位形 ,e=

Wk (c) , (k≥ 1) ,若 c1 = cm = a其中 a∈ { 0, 1} ,则 e1 =

em = a.

　　证明　显然成立 .
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　　引理 12　设 c是 CA - 232T-U(m )的位形 ,若 c1

= cm ,则 c可稳定 .

　　证明　设 c1 = cm = a∈ { 0, 1} ,由引理 11知 ,

对任意 k≥ 1,有 Wk (c ) = W′k (c) ,其中 ,W′是 CA -

232a - a (m )的全域变换函数 .又由定理 1知 c关于 CA

- 232a- a (m )可稳定 ,从而 c是 CA - 232T-U(m )的可

稳定位形 .

　　引理 13　设 c, d是 CA - 232T-U(m ) , (m≥ 4)

的 2个位形 ,且 d = W(c) , c1≠ cm ,若 c1c2… cm中有 2个

相同的相邻元 cici+ 1 , ( 1≤ i≤ m - 1) ,则 c是可稳定

的 ,否则 c不可稳定 .

　　证明　现只证明 c1 = 0,cm = 1的情形 . c1 = 1,

cm = 0的情形同理可证 .

　　 (Ⅰ )若 c2 = 0,cm- 1 = 1,则 d1 = d2 = 0,dm- 1 =

dm = 1,由引理 10知 d是可稳定的 ,从而 c可稳定 ;

　　 (Ⅱ )若 c2 = 1, cm- 1 = 1,则 d1 = dm = 1,由引理

12知 d可稳定 ,从而 c可稳定 ;

　　 (Ⅲ )若 c2 = 0, cm- 1 = 0,则 d1 = dm = 0,由引理

12知 d可稳定 ,从而 c可稳定 ;

　　 (Ⅳ )若 c2 = 1,cm- 1 = 0,设 c1c2… cm中有 2个相

同的相邻元 cici+ 1 , ( 1≤ i≤ m - 1) ,不妨设 cici+ 1是

c1c2… cm 中从左至右最先 2个相同的相邻元 ,

cm- kcm- k+ 1是 c1c2… cm中从左至右最后 2个相同的相

邻元 ,由引理 10知子序列 cici+ 1… cm- kcm- k+ 1是 c的可

稳定子序列 ,记子序列 ci+ 2… cm- k- 1在全域变换函数

作用下的变化用 * 号表示 .

　　 (a)若 cici+ 1 = 00,cm- kcm- k+ 1 = 00,则 c1c2… cici+ 1

= ( 01) l1 00, ( 2l1+ 2= i+ 1, l1≥ 0) ; cm- kcm- k+ 1… cm

= 0( 01) l2 , ( 2l2 + 1 = k + 1, l 2≥ 0) ,对任意 s≤

min( 2l 1 , 2l 2 ) ,有

　　Ws (c) =

( 10)l1-
s- 1
2 02+ 2 s- 1

2 * 01+ 2 s+ 1
2 ( 10) l2-

s+ 1
2 , s为奇数 ,

( 01)
l
1
-

s
2 0

2+ 2 s
2* 0

1+ 2 s
2 ( 01)

l
2
-

s
2 ,　 　 s为偶数

　　 =
( 10) l1-

s- 1
2 0s+ 1* 0s+ 2 ( 10)l2-

s+ 1
2 ,s为奇数 ,

( 01) l1-
s
2 0s+ 2* 0s+ 1 ( 01)l2-

s
2 ,　 s为偶数 .

　　若 l1≤ l2 ,则W
2l
1 (c) = 0

2l
1
+ 2
* 0

2l
1
+ 1

( 01)
l
2
- l

1 ,设

W
2l
1 (c) = e,W′是 CA - 2320- 0 (m )的全域变换函数 ,

则对任意 n≥ 1,有W
n
(e) = W

′n
(e ) ,由定理 1知 e在 CA

- 2320- 0 (m )中可稳定 ,从而 e在 CA- 232T-U(m )中

可稳定 ,故 c在 CA - 232T-U(m )中可稳定 .若 l1 > l 2 ,

则W2l
2
- 1 (c) = ( 10)l1- l

2
+ 1 02l2* ( 0) 2l 2+ 1 .令W2l

2
- 1 (c) =

f ,则对任意 n≥ 1,有W
n
( f ) = W

′n
( f ) ,由定理 1知 , f

在 CA - 2320- 0 (m ) 中可稳定 , 从而 f 在 CA -

232T-U (m )中可稳定 ,故 c在 CA - 232T-U (m )中可稳

定 .

　　 ( b)对 cici+ 1= 00,cm- kcm- k+ 1 = 11,或 cici+ 1= 11,

cm- kcm- k+ 1 = 00,或 cici+ 1 = 11,cm- kcm- k+ 1 = 11的情

形 ,与 (a)类似地可证明 c是可稳定的 .

　　假设 c1c2… cm 中不存在相等的相邻元 ,则 c =

( 01)l , ( 2l = m ) ,有W(c) = ( 10)l ,W2 (c) = ( 01)l ,此时

c不可稳定 ,且 c与W(c)构成 2-循环 .

　　综上所述 ,c1 = 0,cm = 1时 ,结论成立 .类似地可

证明对 c1 = 1,cm = 0的情形结论成立 .

　　由引理 12和引理 13易得:

　　定理 5　 设 c是 CA - 232T-U(m )的位形 ,若

c1c2… cmc1中存在 2个相邻元相同 ,则 c可稳定 ,否则 c

不可稳定 .

　　由定理 5,显然有以下推论:

　　推论 4　 (Ⅰ )若 m为奇数 ,则 CA - 232T-U(m )

的任意位形都可稳定 ,从而只有周期长度为 1的循

环 ;

　　 (Ⅱ )若 m为偶数 ,则 CA - 232T-U(m )只有周期

长度为 1和 2的循环 ,且 2-循环必由 ( 01)
m
2与 ( 10)

m
2

构成 .

　　 下面讨论 CA - 232T-U(m ) 的不动点个数

V1 (m ) .

　　引理 14　设 c是 CA - 232T-U(m ) , (m≥ 4)的

位形 ,则

　　 (Ⅰ )若 c1 = cm = 0,则 c是 CA - 232T-U(m )的

不动点当且仅当 c2c3… cm- 1是 CA- 2320- 0 (m - 2)的

不动点 ;

　　 (Ⅱ )若 c1 = cm = 1,则 c是 CA - 232T-U(m )的

不动点当且仅当 c2c3… cm- 1是 CA- 2321- 1 (m - 2)的

不动点 ;

　　 (Ⅲ )若 c1= 0,cm = 1,则 c是 CA - 232T-U(m )的

不动点当且仅当 c2 = 0, cm- 1 = 1,且 c3c4… cm- 2是 CA

- 2320- 1 (m - 4)的不动点 ;

　　 (Ⅳ )若 c1= 1,cm = 0,则 c是 CA - 232T-U(m )的

不动点当且仅当 c2 = 1, cm- 1 = 0,且 c3c4… cm- 2是 CA

- 2321- 0 (m - 4)的不动点 .

　　证明　 (Ⅰ )显然 .

　　 (Ⅱ )显然 .

　　 (Ⅲ ) ( )记 d = W(c) = d1d2… dm ,由 c是不动点

得 d1 = 0, dm = 1, 又由于 d1 = f ( 10c2 ) ,dm =

f (cm- 1 10) ,所以 c2 = 0,cm = 1,从而 ,c3c4… cm- 2是 CA

- 2320- 1 (m - 4)的不动点 .

　　 ( )显然 .
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明 p ( yn - zn ) > 0时作者如下证明 ,由于 f n ( x0 )→ 1

= f (x 0 ) ,因此对 X> 0, N ,当 n > N时|f n (x 0 )

- f (x 0 )| <X故

　 p( yn - zn )≥
an
n
(

1

p (x 0 +
xn

n
)
+

1

p (x 0 -
xn

n
)
) -

|
1

p (x 0 +
xn

n
)
-

1

p (x 0 -
xn

n
)
|X, ( 21)

由X的任意性便得出 p( yn - zn ) > 0.但我们注意到 ,

对每个取定X和适合条件的 n,并不能判断 ( 21)大于

等于号右方式子的正负性 ,也就无法由X的任意性推

知 p (yn - zn ) > 0. 但仿照本文在证明 p (un - vn ) >

0的方法可证得 p ( yn - zn ) > 0. 因而原文结论仍然

成立 .
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　　 (Ⅳ )与 (Ⅲ )的证明类似即可证明 (Ⅳ ) .

　　记V
c
T (m )为 CA - 232T-U(m )的 T-循环个数 ,

V
a- b
T (m )为固定边界条件 a - b下 CA- 232a - b (m )的

T-循环个数 , (a,b∈ { 0, 1} ) .

　　定理 6　 (Ⅰ ) CA - 232T-U(m ) , (m≥ 4)的不动

点个数为:

　　Vc1 (m ) = 2V0- 0
1 (m - 2) + 2V0- 1

1 (m - 4) =

2V
1- 1
1 (m - 2) + 2V

1- 0
1 (m - 4) = 2V

0- 0
1 (m - 2) +

2V1- 0
1 (m - 4) = 2V1- 1

1 (m - 2) + 2V0- 1
1 (m - 4) ;

　　 (Ⅱ ) CA - 232T-U(m )中 2-循环的个数为

　　 r
c
2 (m ) =

0,m为奇数 ,

1,m为偶数 .

　　证明　 (Ⅰ )由引理 14知Vc1 (m ) = V0- 0
1 (m - 2)

+ V1- 1
1 (m - 2) + V0- 1

1 (m - 4)+ V1- 0
1 (m - 4) ,又由

定理 4知V0- 0
1 (m - 2) = V1- 1

1 (m - 2) ,V0- 1
1 (m - 4)

= V1- 0
1 (m - 4)结论成立 .

　　 (Ⅱ ) 由推论 4直接得到 .
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