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摘要：在误差项为强混合序列的条件下，利用随机变量部分和的矩不等式，讨论非参回归函数加权核估计的强相

合性，给出其收敛速度．当样本矩足够大时，强相合的收敛速度约等于ｎ－１／２．
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　　回归函数估计在金融、计量经济和控制系统理论

等领域有着广泛的应用，目前已报道的非参数回归方

法有很多，其中非参数加权核回归估计已经被证明是

其中一种行之有效的方法．
　　假设Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ 是固定点ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 对应

的ｎ个观测值，适合模型

　　Ｙｉ＝ｇ（ｘｉ）＋εｉ，１≤ｉ≤ｎ， （０．１）
其中，ｇ（ｘ）是［０，１］上的未知函数，且把ｇ（ｘ）在［０，

１］外的值定义为０，｛εｉ∶ｉ＝１，２，…，ｎ｝是随机误差序

列，且假设

　　０≤ｘ１ ≤ｘ２ ≤ … ≤ｘｎ－１ ≤ｘｎ ＝１．
Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ等［１］对模型（０．１）中的未知函数ｇ（ｘ）给出

如下加权核估计：

　　ｇｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉｘｉ－ｘｉ－１ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
），

其中，Ｋ（·）是可测函数，且当ｎ→ ∞ 时，０＜ｈｎ→０．
而且初步论证了该估计方法的一些基本性质．之后不

断有学者对该估计进行讨论．Ｂｅｎｅｄｅｎｔｔｉ　Ｊ．Ｋ．［２］讨论

独立样本条件下该估计的强相合性．Ｓｃｈｕｓｔｅｒ等［３］讨

论该估计的一致强相合性．秦永松［４］在Ｂｅｎｅｄｅｎｔｔｉ的

基础上讨论更弱条件下该估计的强相合性，而且他还

在文献［５］中将误差项推广到混合误差的情形．之

后，杨善朝在文献［６］，文献［７］和文献［８］中分别讨论

误差项为φ混合、ρ混合和ＮＡ序列条件下该估计的

强相合性．李乃 医 等［９］研 究 了 槇Ｐ 混 合 误 差 下 该 估 计

的矩相合性．于德明等［１０，１１］讨论了
槇

ρ和α?混合误差下

回归函数加权核估计的强相合性．文献［１２］，［１３］都

讨论误差为 鞅 差 序 列 回 归 函 数 估 计 的 相 合 性．文 献

［１４］和文献［１５］在较强的条件下，分别讨论误差为鞅

差序列和ＮＡ样本下回归函数估计的收敛速度，而且

对于误差项要求三阶矩存在．

　　在实际应用中，强混合是一种较为普遍的混合过
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程，文献［１６］给 出 了 许 多 强 混 合 序 列 的 例 子．易 知，

ＡＭＡＲ序列就是一强混合 序 列，本 文 对 如 下 强 混 合

序列下非参数回归函数加权核估计的强收敛速度进

行研究。

　　设 ｛Ｘｉ∶ｉ＝１，２，…｝是一随机变量序列．记Ｆｂａ
∶＝σ｛｛Ｘｉ∶ａ≤ｉ≤ｂ｝｝为｛Ｘｉ∶ａ≤ｉ≤ｂ｝生成的σ
?代数，

　　α（ｎ）＝ｓｕｐ
ｋ∈Ｎ
｛｜Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）｜∶Ａ∈Ｆｋ－∞，

Ｂ∈Ｆ∞
ｋ＋ｎ｝，

称｛Ｘｉ∶ｉ＝１，２，…｝为强混合序列，若当ｎ→ ∞ 时，

α（ｎ）→０．

１　 假设及引理

　　 记δｎ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（ｘｉ－ｘｉ－１），给出如下基本假设：

　　（ａ）ｇ（·）在［０，１］上满足α（α＞０）阶Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件；

　　（ｂ）Ｋ（·）在Ｒ１上满足β（β＞０）阶Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件

且有界，且∫
＋∞

－∞
Ｋ（ｕ）ｄｕ＝１，∫

＋∞

－∞
｜ｕαＫ（ｕ）｜ｄｕ＜∞；

　　（ｃ）当ｎ→ ∞ 时，ｈｎ →０，δｎ →０；

　　（ｄ）当ｎ→ ∞ 时，ｈ－１ｎ ｛（δｎ／ｈｎ）β＋（δｎ）α｝→０．
　　 引理１　若基本假设（ａ）～（ｄ）成立，则Ｅｇｎ（ｘ）

－ｇ（ｘ）＝ｏ（ｎ－γ）．
　　 证明 　 因为当ｘ＞１或ｘ＜０时，ｇ（ｘ）＝０，

　　Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝ ｛∑
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
）·

ｇ（ｘｉ）－ｈ－１ｎ∫
１

０
Ｋ（ｘ－ｕｈｎ

）ｇ（ｕ）ｄｕ｝＋

｛ｈ－１ｎ∫
１

０
Ｋ（ｘ－ｕｈｎ

）ｇ（ｕ）ｄｕ－ｇ（ｘ）｝＝∶Ｊｎ１（ｘ）＋

Ｊｎ２（ｘ）．
　　 记^δｉ＝∶ｘｉ－ｘｉ－１，由积分中值定理知，存在０＜
θｉ＜１，ｉ＝１，２，…，ｎ，使得

　　｜Ｊｎ１（ｘ）｜＝｜∑
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
）ｇ（ｘｉ）－

ｈ－１ｎ∫
１

０
Ｋ（ｘ－ｕｈｎ

）ｇ（ｕ）ｄｕ｜＝

｜∑
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
）ｇ（ｘｉ）－

ｈ－１ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１∫
ｘｉ

ｘｉ－１
Ｋ（ｘ－ｕｈｎ

）ｇ（ｕ）ｄｕ＝

｜ｈ－１ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
δ^ｉ｛Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ

）ｇ（ｘｉ）－

Ｋ（ｘ－ｘｉ＋θｉ^δｉｈｎ
）ｇ（ｘｉ－θｉ^δｉ）｝｜≤

ｈ－１ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
δ^ｉ｛｜Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ

）－Ｋ（ｘ－ｘｉ＋θｉ^δｉｈｎ
）｜·

｜ｇ（ｘｉ）｜｝＋ｈ－１ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
δ^ｉ｛｜Ｋ（ｘ－ｘｉ＋θｉ^δｉｈｎ

）｜·

｜ｇ（ｘｉ）－ｇ（ｘｉ－θｉ^δｉ）｜｝≤Ｃｈ－１ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
δ^ｉ｛（θｉ^δｉ／

ｈｎ）β＋（θｉ^δｉ）α｝≤Ｃｈ－１ｎ ｛（δｎ／ｈｎ）β＋（δｎ）α｝． （１．１）
又由１／ｒ＜λ／２－γ＜１易得－λ／２＋１／ｒ＋γ＜０，从
而

　　ｎγ｜Ｊｎ１（ｘ）｜≤ Ｃｎγｈ－１ｎ ｛（δｎ／ｈｎ）β ＋ （δｎ）α｝≤
Ｃｎγｎ－λ／２＋１／ｒ ＝Ｃｎ－λ／２＋１／ｒ＋γ →０，ｎ→ ∞． （１．２）

对Ｊｎ２（ｘ），令ｙ＝ｘ－ｕｈｎ
，则

　　｜Ｊｎ２（ｘ）｜≤∫
＋∞

－∞
｜ｇ（ｘ－ｈｎｙ）－

ｇ（ｘ）｜｜Ｋ（ｙ）｜ｄｙ．
由基本假设（ａ），（ｂ）和当ｘ＞１或ｘ＜０时ｇ（ｘ）＝
０知，对任意ｘ∈ ［０，１］，有

　　ｎγ｜Ｊｎ２（ｘ）｜≤ｎγ∫
＋∞

－∞
｜ｇ（ｘ－ｈｎｙ）－

ｇ（ｘ）｜｜Ｋ（ｙ）｜ｄｙ≤ｎγ∫
＋∞

－∞
｜（ｈｎｙ）αＫ（ｙ）｜ｄｙ≤

ｎγｈαｎ∫
＋∞

－∞
｜ｙαＫ（ｙ）｜ｄｙ≤Ｃｎγｈαｎ ＝Ｃｎ－λ／２＋１／ｒ＋γ→０，ｎ

→ ∞． （１．３）
因此，由（１．２）式和（１．３）式，得

　　Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝ｏ（ｎ－γ）．

　　 引理２［８］　 若基本假设（ｂ），（ｃ）和（ｄ）成立，则

　　ｌｉｍ
ｎ→∞∑

ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ ｜Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ

）｜＝

∫
＋∞

－∞
｜Ｋ（ｕ）｜ｄｕ，ｘ∈ ［０，１］．

　　 引理３［１７］　 令ｑ＞２，δ＞０且 ｛Ｘｉ∶ｉ≥１｝为

强混合序列，ＥＸｉ＝０，Ｅ｜Ｘｉ｜ｑ＋δ＜∞．假设存在θ＞
ｑ（ｑ＋δ）／（２δ）使得α（ｎ）＝Ｏ（ｎ－θ）．则对于任意ε＞
０，都存在一个正常数Ｋ ＜ ∞ 使得

　　Ｅ　ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｊ ｜ｑ ≤ Ｋ｛ｎε∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ ｜ｑ ＋

｛∑
ｎ

ｉ＝１
‖Ｘｉ‖２ｑ＋δ｝ｑ／２｝，

其中 ‖Ｘ‖ｒ ＝ （Ｅ｜Ｘ｜ｒ）１／ｒ．

２　 主要结果

　　 为书写方便，记常见的“Ｏ”为“”．
　　 定理 　 若基本假设（ａ）～ （ｃ）成立．又设

　　（１）｛εｉ｝是强混合随机变量序列，且Ｅεｉ ＝０，

ｓｕｐ
ｉ
Ｅ｜εｉ｜ｒ＜ ∞，其中ｒ＞１；

　　（２）存在λ和γ，且γ≥（λ－１－１／ｒ）／２，２≥λ＞

２／ｒ，使得１／ｒ＜λ２－γ＜１
，且当ｎ→∞时，有δｎ／ｈｎ

＝Ｏ（ｎ－λ），ｈαｎ＝Ｏ（ｎ－λ／２＋１／ｒ），ｈ－１ｎ ｛（δｎ／ｈｎ）β＋（δｎ）α｝＝
Ｏ（ｎ－λ／２＋１／ｒ）．
　　（３）对强混合序列｛εｉ｝，存在一个实数θ＞０，且

８１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



　　θ＞ ｒ－１
２［ｒ（λ／２－γ）－１］

， （２．１）

使得α（ｎ）＝Ｏ（ｎ－θ），则

　　ｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝ｏ（ｎ－γ）．ａ．ｓ．． （２．２）

对于条件（２），由于（λ－１－１／ｒ）／２≤γ＜λ／２－１／ｒ．
从而当ｒ＞１时始终有（λ－１－１／ｒ）／２＜λ／２－１／ｒ．

　　 证明 　 记ａｎｉ ＝∶ｘｉ－ｘｉ－１ｈｎ
Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ

），则

　　ｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉεｉ＋Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）．

由引理１，只需证明

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉεｉ ＝ｏ（ｎ－γ）．

因为θ＞ ｒ－１
２［ｒ（λ／２－γ）－１］

，从而存在ｗ ＞０，且ｗ

＜ｒ（λ２－γ
）－１，使得θ＞ ｒ－１

２［ｒ（λ／２－γ）－１－ｗ］
．由

１／ｒ＜λ２－γ＜１
和ｒ＞１，得 （１－λ２＋γ

）／（ｒ－１）

＜λ２－γ
，从而，存在τ＞０和ｓ＞０，且ｗ＞２ｓ，使得

　　
２ｓ＋１－λ２＋γ

ｒ－１ ≤τ＜λ２－γ＜１．
（２．３）

令εｎｉ（１）＝εｉＩ（｜εｉ｜≤ｎτ），εｎｉ（２）＝εｉＩ（｜εｉ｜＞ｎτ），并 注 意 到

Ｅεｉ ＝０，从而

　　ｎγ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉεｉ ＝ｎγ∑

ｎ

ｉ＝１

｛ａｎｉεｉ－Ｅ（ａｎｉεｉ）｝＝

ｎγ∑
ｎ

ｉ＝１

｛ａｎｉεｎｉ（１）－Ｅ（ａｎｉεｎｉ（１））｝＋ｎγ∑
ｎ

ｉ＝１

｛ａｎｉεｎｉ（２）－

Ｅ（ａｎｉεｎｉ（２））｝＝∶Ｓｎ１＋Ｓｎ２．
　　 因此，只需分别证明Ｓｎ１ →０，ａ．ｓ．和Ｓｎ２ →０，

ａ．ｓ．．

　　（ｉ）证明Ｓｎ１ →０，ａ．ｓ．．

令ｑ＝ ｒ－１

ｒ（λ２－γ
）－１－ｗ

，显 然，由γ≥ （λ－１－

１／ｒ）／２，有２ｒγ≥ｒ（λ－１）－１，即ｒ－１≥２ｒ（λ２－γ
）

－２，从而

　　 ｒ－１

ｒ（λ２－γ
）－１

≥２．

又ｗ＞０，从而，

　　ｑ＝ ｒ－１

ｒ（λ２－γ
）－１－ｗ

＞２．

显然，ｑ（ｑ＋δ）
２δ ＝ｑ

（ｑ／δ＋１）
２ →ｑ２ ＝

ｒ－１

２［ｒ（λ２－γ
）－１－ｗ］

，δ→ ＋ ∞．从 而 当δ充 分 大

时，有θ＞ｑ
（ｑ＋δ）
２δ

．又由引理３知，对＞０，ε＞０，

δ＞０且ｑ＝ ｒ－１

ｒ（λ２－γ
）－１－ｗ

，

　　Ｐ（｜Ｓｎ１｜＞）ｎｑγＥ｜∑
ｎ

ｉ＝１

［ａｎｉεｎｉ（１）－

Ｅ（ａｎｉεｎｉ（１））］｜ｑ ｎｑγ｛ｎε∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜［ａｎｉεｎｉ（１）－

Ｅ（ａｎｉεｎｉ（１））］｜ｑ＋｛∑
ｎ

ｉ＝１
‖ａｎｉεｎｉ（１）－

Ｅ（ａｎｉεｎｉ（１））‖２ｑ＋δ｝ｑ／２｝＝Ｊｎ１＋Ｊｎ２．
　　（１）对于Ｊｎ２，只要δ充分大，那么对于任意ｑ＞２
和ｒ＞１，总有ｑ＋δ＞ｒ，从而

　　∑
ｎ

ｉ＝１
‖ａｎｉεｎｉ（１）－Ｅ（ａｎｉεｎｉ（１））‖２ｑ＋δ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１

［Ｅ｜（ａｎｉεｎｉ（１）－Ｅａｎｉεｎｉ（１））｜ｑ＋δ］
２
ｑ＋δ 

∑
ｎ

ｉ＝１

［Ｅ｜ａｎｉεｎｉ（１）｜ｑ＋δ］
２
ｑ＋δ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１

［Ｅ｜ａｎｉεｉＩ（｜εｉ｜≤ｎτ）｜
ｑ＋δ］２ｑ＋δ 

∑
ｎ

ｉ＝１
ｎ２τ（１－

ｒ
ｑ＋δ
）｜ａｎｉ｜２　Ｅ｛｜εｉ｜ｒＩ（｜εｉ｜≤ｎτ）｝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｎ２τ（１－

ｒ
ｑ＋δ
）｜ａｎｉ｜２ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｎ２τ（１－

ｒ
ｑ＋δ
）｜ｘｉ－ｘｉ－１ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
）｜２ 

ｎ２τ（１－
ｒ
ｑ＋δ
）∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ－ｘｉ－１ｈｎ ｜｜ｘｉ－ｘｉ－１ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
）｜

ｎ２τ（１－
ｒ
ｑ＋δ
）（δｎ
ｈｎ
）∑
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ ｜Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ

）｜

ｎ２τ（１－
ｒ
ｑ＋δ
）（δｎ
ｈｎ
）∫
＋∞

－∞
｜Ｋ（ｕ）｜ｄｕ  ｎ２τ（１－

ｒ
ｑ＋δ
）（δｎ
ｈｎ
）

ｎ２τ（１－
ｒ
ｑ＋δ
）－λ，

因此

　　Ｊｎ２  ｎｑγ［ｎ２τ（１－
ｒ
ｑ＋δ
）－λ］ｑ／２ ＝ ｎ－（

λ
２－γ－τ）ｑ－τｒ

ｑ
ｑ＋δ ≤

ｎ－（
λ
２－γ－τ）ｑ．

令－（λ２－γ－τ
）ｑ＜－１，从而ｑ＞ １

λ／２－γ－τ
．再令

　　τ＝２ｓ＋１－λ
／２＋γ

ｒ－１
，

从而当

　　ｑ＞ １
λ／２－γ－τ＝

ｒ－１
ｒ（λ／２－γ）－１－２ｓ

时，

∑Ｊｎ２ ＜ ∞．由２ｓ＜ｗ＜ｒ（λ２－γ）－１，有

　　 ｒ－１
ｒ（λ／２－γ）－１－２ｓ＜

ｒ－１
ｒ（λ／２－γ）－１－ｗ

．

从而，若
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　　ｑ≥ ｒ－１
ｒ（λ／２－γ）－１－ｗ

，

则∑Ｊｎ２ ＜ ∞．

　　（２）对于Ｊｎ１，若１＜ｒ≤ ｒ－１
ｒ（λ／２－γ）－１－ｗ

，令

ｑ＝ ｒ－１

ｒ（λ２－γ
）－１－ｗ

．显然ｑ≥ｒ，从而，由引理１，

引理２，以及Ｋ（·）的有界性和定理的条件（２）知

　　∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜（ａｎｉεｎｉ（１）－Ｅａｎｉεｎｉ（１））｜ｑ 

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉεｎｉ（１）｜ｑ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉεｉＩ（｜εｉ｜≤ｎτ）｜

ｑ 

∑
ｎ

ｉ＝１
ｎτ（ｑ－ｒ）｜ａｎｉ｜ｑＥ｛｜εｉ｜ｒＩ（｜εｉ｜≤ｎτ）｝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｎτ（ｑ－ｒ）｜ａｎｉ｜ｑ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｎτ（ｑ－ｒ）｜ｘｉ－ｘｉ－１ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
）｜ｑ 

ｎτ（ｑ－ｒ）（δｎｈｎ
）ｑ－１ ｎτ（ｑ－ｒ）－λ（ｑ－１）．

注意到ｑ＞２，从而，当ε充分小时，有

　　Ｊｎ１  ｎε＋ｑγｎτ（ｑ－ｒ）－λ（ｑ－１） ＝ ｎε－（λ／２－γ－τ）ｑ－
ｑ
２λ＋λ－τｒ ≤

ｎ－（
λ
２－γ－τ）ｑ．

由ｑ的取法易得∑Ｊｎ１ ＜ ∞．

　　 若ｒ＞ ｒ－１
ｒ（λ／２－γ）－１－ｗ

，类 似 的，令ｑ＝

ｒ－１

ｒ（λ２－γ
）－１－ｗ

．显然ｑ＜ｒ，从而

　　∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜（ａｎｉεｎｉ（１）－Ｅａｎｉεｎｉ（１））｜ｑ 

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉεｎｉ（１）｜ｑ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉεｉＩ（｜εｉ｜≤ｎτ）｜

ｑ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜ｑＥ｜εｉＩ（｜εｉ｜≤ｎτ）｜

ｑ 

∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜ｑ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ－ｘｉ－１ｈｎ

Ｋ（ｘ－ｘｉｈｎ
）｜ｑ 

（δｎ
ｈｎ
）ｑ－１∫

＋∞

－∞
｜Ｋ（ｕ）｜ｄｕ （δｎｈｎ

）ｑ－１ ｎ－λ（ｑ－１）．

注意到ｑ＞２，从而，当ε充分小时，有

　　Ｊｎ１ ｎε＋ｑγｎ－λ（ｑ－１）＝ｎε－（λ／２－γ）ｑ－
ｑ
２λ＋λ ≤ｎ－（

λ
２－γ－τ）ｑ．

由ｑ的取法知∑Ｊｎ１ ＜ ∞．

　　 总之，当ｑ＝ ｒ－１

ｒ（λ２－γ
）－ｗ－１

时，对任意ｒ＞

１，有∑Ｐ（｜Ｓｎ１｜＞）＜ ∞，因此Ｓｎ１ →０，ａ．ｓ．．

　　（ｉｉ）证明Ｓｎ２ →０，ａ．ｓ．．

　　 令Ｓ′ｎ（２）＝ｎγ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉεｎｉ（２），ξｉ＝｜εｉ｜Ｉ（｜εｉ｜＞ｉτ），从

而Ｓｎ２＝Ｓ′ｎ（２）－ＥＳ′ｎ（２）．因为（ｒ－１）τ－γ＞０，从而

　　｜ＥＳ′ｎ（２）｜≤ｎγ∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜Ｅ｛｜εｉ｜Ｉ（｜εｉ｜＞ｎτ）｝

ｎγｎ（１－ｒ）τ∑
ｎ

ｉ＝１∫
＋∞

－∞
｜Ｋ（ｕ）｜ｄｕｎ－［（ｒ－１）τ－γ］→０，ｎ→∞．

（２．４）

　　｜Ｓ′ｎ（２）｜≤ｎγ∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜｛｜εｉ｜Ｉ（｜εｉ｜＞ｎτ）｝

ｎγ∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜｛｜εｉ｜Ｉ（｜εｉ｜＞ｉτ）｝ｎ

－λ＋γ∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ． （２．５）

所有，由Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ引理，要证ｎ－λ＋γ∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ→０，ａ．ｓ．只

需证∑
∞

ｉ＝１ｉ
－λ＋γξｉ＜ ∞，ａ．ｓ．．为此，令Ｔｎ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ－λ＋γξｉ．用子序列法证明 ｛Ｔｎ｝几乎处处收敛．

　　 由（２．３）式得（１－ｒ）τ－λ＋γ≤－（１＋２ｓ），从而

对任意ｍ≥ｎ≥１，当ｎ→ ∞ 时，

　　Ｅ｜Ｔｍ－Ｔｎ｜＝ ∑
ｍ

ｉ＝ｎ＋１
ｉ－λ＋γＥξｉ ∑

ｍ

ｉ＝ｎ＋１
ｉτ（１－ｒ）－λ＋γ 

∑
∞

ｉ＝ｎ＋１
ｉ－（１＋２ｓ）ｎ－ｓ→０．

所以，｛Ｔｎ｝是Ｌ１ 上的Ｃｈａｕｃｈｙ列，即存在随机变量

Ｔ，使得Ｅ｜Ｔ｜＜∞且Ｅ｜Ｔｎ－Ｔ｜→０．另外，对任

意＞０，

　　Ｐ（｜Ｔ２ｋ －Ｔ｜＞）ｌｉｍｓｕｐ
ｎ
Ｅ｜Ｔ２ｋ －Ｔｎ｜

∑
∞

ｉ＝２ｋ＋１

ｉ－（１＋２ｓ）２－ｋｓ，

从而∑
∞

ｋ＝１
Ｐ（｜Ｔ２ｋ －Ｔ｜＞）＜ ∞，即Ｔ２ｋ →Ｔ，ａ．ｓ．．

且

　　Ｐ（ｍａｘ
２ｋ－１＜ｎ≤２ｋ

｜Ｔｎ－Ｔ２ｋ－１｜＞）Ｐ（｜Ｔ２ｋ －Ｔ２ｋ－１

｜＞） ∑
２ｋ

ｉ＝２ｋ－１＋１

ｉ－（１＋２ｓ）２－ｋｓ，

从而∑
∞

ｋ＝１
Ｐ（ｍａｘ

２ｋ－１＜ｎ≤２ｋ
｜Ｔｎ－Ｔ２ｋ－１｜＞）＜∞，即当ｋ→

∞时，ｍａｘ
２ｋ－１＜ｎ≤２ｋ

｜Ｔｎ－Ｔ２ｋ－１｜→０，ａ．ｓ．．所以，Ｔｎ 和Ｔ２ｋ

在几乎处处收敛的意义下具有相同的极限，从而Ｔｎ

→Ｔ，ａ．ｓ．．因此，由 Ｋｒｏｎｅｃｈｅｒ引 理 得ｎ－λ＋γ∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ →

０，ａ．ｓ．．

　　 注意，由（２．５）式得Ｓ′ｎ（２）→０，ａ．ｓ．，因此结合

（２．４）式，有Ｓｎ２ →０，ａ．ｓ．．
　　 最后，综合（ｉ）和（ｉｉ）知定理成立．
　　 推论 　 若基本假设（ａ），（ｂ）和定理的条件（１）

０２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



成立，且α≥槡２２
，β≥

１＋α
２α

，ｒ＞２．又假设ｌ满足

　　１
／２－１／ｒ
α＋１／２ ≤ｌ≤ｍｉｎ｛２α＋２ｒ－１

，

β＋１／ｒ－１／２
１／２＋β

，１－２ｒ
｝， （２．６）

　　δｎ ＝Ｏ（ｎ－１），ｈｎ ＝ｎ－ｌ．
若对任意０＜γ＜１／２－ｌ／２－１／ｒ，存在实数θ，满足

　　θ＞ ｒ－１
２［ｒ（１／２－ｌ／２－γ）－１］

，

且α（ｎ）＝Ｏ（ｎ－θ），则（２．２）式成立．
　　 证明　首先证明满足（２．６）式的ｌ是存在，那么

只需证明

　　１
／２－１／ｒ
α＋１／２ ＜ｍｉｎ｛２α＋２ｒ－１

，β＋１／ｒ－１／２
１／２＋β

，

１－２ｒ
｝． （２．７）

事实上，因为α≥槡２２
，所以１－２α２≤０，则１－２α２＜

１
ｒ
（２＋２α），整理得

　　１
／２－１／ｒ
α＋１／２ ＜２α＋２ｒ－１．

又因为ｒ＞２，从而１
ｒ
（２α＋１）－１ｒ ＜α

，整理可得

　　１
／２－１／ｒ
α＋１／２ ＜１－２ｒ．

又β≥
１＋α
２α

，从 而１＋α－２αβ≤０，即 有（１＋α－

２αβ）／２＜
１
ｒ
（１＋α＋β），则

　　１
／２－１／ｒ
α＋１／２ ＜β＋１

／ｒ－１／２
１／２＋β

．

因此（２．７）式成立，所以满则（２．６）式的ｌ是存在的．

　　其次，在定理中取λ＝１－ｌ．因为ｌ≥１
／２－１／ｒ
α＋１／２

，

从而有αｌ≥ （１－ｌ）／２－１／ｒ＝λ／２－１／ｒ，即ｈαｎ ＝

Ｏ（ｎ－（λ／２－１／ｒ））．又因为ｌ≤１－２ｒ
，从而１－ｌ＞ ２ｒ

，及

λ＞ ２ｒ．
再因为ｌ≤β＋１

／ｒ－１／２
１／２＋β

，从而β－ｌβ－ｌ≥

１／２－ｌ／２－１／ｒ＝λ／２－１／ｒ．又ｈ－１ｎ （δｎ／ｈｎ）β ＝
Ｏ（ｎ－（β－ｌβ－ｌ）），所以ｈ－１ｎ （δｎ／ｈｎ）β ＝Ｏ（ｎ－（λ／２－１／ｒ））．同 样

的，由ｌ≤２α－１＋２／ｒ，得α－ｌ≥１／２－ｌ／２－１／ｒ＝
λ／２－１／ｒ，而ｈ－１ｎδｎα ＝Ｏ（ｎ－（α－ｌ））．从 而ｈ－１ｎδｎα ＝
Ｏ（ｎ－（λ／２－１／ｒ））．因 此 定 理 的 条 件（２）成 立，所 以 推 论

成立．
　　注１　定理的条件是比较弱的，对于条件（２），只
要选择适当的δｎ和ｈｎ 就可以满足．

　　 注２　当误差为鞅序列和ＮＡ序列时，文献［１４］
和［１５］要求ｒ＞３．但是本文定理和推论给出了当ｒ

＞１时的收敛速度．由推论可知，当α＝β＝１，ｒ＝３

时，ｌ的取值范围为［１
９
，１
３
］，若此时取ｌ＝１／９，则收

敛速度为γ＜１／９；由推论１还知道，α比较大时，ｌ可

以取得较小的值，此时，若ｒ充分大，则该估计的收敛

速度接近于ｎ－１／２．
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ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ　ｍｏｄｅｌｓ　ｗｉｔｈ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ　ｔｏ　ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ
ａｎｄ　ｃｏｎｔｒｏｌ　ｏｆ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ａｎｎ，Ｓｔａｔｉｓ，１９８２，

１０（１）：１５４－１６６．
［１３］　杨善朝．基于 鞅 序 列 非 参 数 回 归 权 函 数 的 估 计［Ｊ］．系

统科学与数学，１９９９，１９（１）：７９－８５．
［１４］　李国亮，刘禄勤．误差为鞅差序列的回归函数估计的收

敛速度［Ｊ］．系统科学与数学，２００７，２７（１）：１５２－１６０．
［１５］　朱春浩．ＮＡ样本下回归函数估计的收敛速度［Ｊ］．大学

数学，２００８，２４（４）：６９－７４．
［１６］　Ｄｏｕｋｈａｎ　Ｐ．Ｍｉｘｉｎｇ：ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ａｎｄ　ｅｘａｍｐｌｅｓ．Ｌｅｃｔｕｒｅ

Ｎｏｔｅｓ　ｉｎ　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９９４，８５：１２５－
１３９．

［１７］　Ｙａｎｇ　Ｓ　Ｃ．Ｍｏｍｅｎｔ　ｂｏｕｎｄｓ　ｆｏｒ　ｓｔｒｏｎｇ－ｍｉｘｉｎｇ　ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｒｅ－
ｓｅａｒｃｈ　Ｅｘｐｏｓｉｔｉｏｎ，２０００，２０（３）：３４９－３５９．

（责任编辑：尹　闯）　　
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