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摘要:给出属性值为区间数 、属性权重完全未知但已知方案偏好关系的多属性决策问题的决策方法.该方法首先

通过求解一个二次规划模型来确定属性的权重 , 然后基于简单加权法则来计算方案的模糊综合评价值 , 再根据

区间数的排序方法来对方案进行排序 , 从而得到最优方案.
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Abstract:A method was presented to deal with the interval multiple attribute decision making problem with
preference values on alternatives , in which the attribute weights were completely unknown and the attribute
values were given in the forms of interval numbers.A quadratic programming model was constructed to deter-
mine the attribute weights.On the basis of addifive weighting and ranking the alternatives by using the
method of ranking interval numbers , the fuzzy utility values of alternative is obtained.
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　　多属性决策(Multiple Attribute Decision Making ,简

称MADM)是指从有限个待选方案中经过综合权衡各

个属性后 ,对方案集进行排序并选出最满意方案的过

程[ 1] .它广泛存在于社会 、经济 、管理等多个领域 ,如

投资决策 、项目评估 、质量评估 、方案优选 、人才考核 、

经济效益综合评价等领域.如今 ,关于属性值为实数

的MADM的理论与方法已较为完善[ 2～ 4] .由于客观

事物的复杂性和不确定性以及人类认识的模糊性 ,使

得属性值及偏好信息为模糊数的模糊MADM问题普

遍存在.目前关于属性值为区间数[ 5]的区间型多属性

决策问题的研究已有许多成果[ 6～ 14] ,其中 ,文献[ 6 ～

13]研究无偏好信息的区间型MADM ,文献[ 14]给出

方案偏好值的区间型 MADM.但对于带有方案偏好关

系[ 1 ,15～ 18]的区间型 MADM 问题的研究还未见报道.

为此 ,本文主要针对属性值为区间数 、属性权重完全

未知但已知方案偏好关系的多属性决策问题给出了

决策方法.该方法首先通过求解一个二次规划模型来

确定属性的权重 ,然后基于简单加权法则[ 3]来计算方

案的模糊综合评价值 ,再根据区间数的排序方法[ 19]

来对方案进行排序 ,从而得到最优方案.该方法为解

决带有方案偏好关系的模糊 MADM 问题提供了新途

径 ,给出的实例也充分说明了该方法的有效性和实用

性.

1　问题的描述

　　讨论中要用到区间数的基本运算以及区间数的

排序 ,为此先给出下面的定义.

　　定义 1
[ 5] 　设  a =[ aL , aU] ={x |a

L ≤ x ≤

a
U},称 a为区间数.若a

L ≥0 ,则 a非负 ,记为 a ≥0.

若 a
L
=a

U
,则区间数  a 为普通的实数.

　　定义2
[ 5]
　设 a =[ a

L
, a

U
] , b =[ b

L
, b

U
] 为2个

区间数 , λ为正实数 ,则其线性运算法则如下:
　　 a + b =[ aL +b

L , aU +b
U] ,

　　 a - b =[ aL -b
U , aU -b

L] ,

　　λ· a =[ λa
L
, λa

U
] .

　　定义 3
[ 19]
　设  a =[ a

L
, a

U
] 为区间数 , 则称

E[  a] =
a
L +a

U

2
为  a 的期望值.

　　参见文献[ 19] 得到区间数的一种排序方法:

184 Guangxi Sciences , Vol.12 No.3 , August 2005

DOI :10.13656/j.cnki.gxkx.2005.03.008



　　设  a =[ a
L
, a

U
] , b =[ b

L
, b

U
] 为2个区间数 ,则

 a > b 当且仅当E[  a] >E[ b].

　　带有方案偏好关系的区间型多属性决策问题可

描述为:

　　X ={X1 , X2 , … ,Xn}:待选方案集 , n ≥2.

　　S ={S 1 ,S 2 , …, Sm}:属性集 , m ≥2.假设这些

属性是加性独立的.

　　 A =[  a ij] n×m:决策矩阵 , a ij =[ a
L
ij , a

U
ij ] 为非负

区间数 ,表示方案 X i 关于属性S j的属性值.

　　P =(p ik)n×n:方案偏好关系矩阵
[ 1 ,15 ～ 18] , pik ∈

[ 0 ,1] 表示方案X i优于或劣于方案Xk的程度 ,具体规

定:当 pik >0.5时 ,决策者认为 X i  Xk ,而且 pik 越

大 ,方案 X i优于方案Xk 的程度越大;当 p ik =0.5时 ,

认为方案 X i与方案Xk无差别(即 X i ～ Xk);当 pik <

0.5时 ,认为 X i  Xk ,即方案 X i 劣于方案Xk .矩阵 P

是互补的 , 即满足 p ik +pki =1 , p ii =-(表示不定

义), i , k =1 ,2 , …, n.

　　本文要解决的问题是:如何根据决策矩阵  A 和

偏好关系矩阵P来对待选方案进行排序 ,并从中找出

最优方案.

2　决策方法

　　最常见的属性有收益型属性和成本型属性 ,收

益型属性为越大越好的属性 ,而成本型属性则为越小

越好的属性.为了消除不同物理量纲对决策结果的影

响 ,需要对决策矩阵  A 进行规范化.用 Ij(j =1 ,2)分

别表示收益型属性的下标集和成本型属性的下标集.

并记 N ={1 ,2 , …, n},M ={1 ,2 , …, m}.得到决策

矩阵  A =[  a ij] n×m转化为规范化矩阵 B =[ b ij ] n×m
的规范化公式为:

　　 bij =
 a ij

max
i ∈N

a
U
ij
, i ∈ N , j ∈ I1 , (1)

　　 bij =
max
i ∈ N

a
U
ij - a ij

max
i ∈N
(max

i ∈ N
a
U
ij -a

L
ij)
, i ∈ N , j ∈ I2. (2)

　　由区间数线性运算法则知 , bij为区间数 ,记 b ij =

[ bLij , b
U
ij ] .

　　设属性权重向量为 ω={ω1 , ω2 , … , ωm},其中

ωj表示属性S j的未知权重 ,即是属性 S j 在所有属性

中的重要程度 ,满足∑
m

j=1
ωj =1 , ωj ≥0 ,根据决策分

析[ 3] 中最常用的简单加权法则对规范化的决策矩阵

 B =[ b ij] n×m及权重向量ω进行集结 ,得到方案X i的

综合评价函数为

　 vi =∑
m

j=1
 b ij·ωj =(∑

m

j=1
b
L
ij·ωj , ∑

m

j=1
b
U
ij ·ωj), i ∈ N.

(3)

　　易见 , vi 为ωj , j ∈ M的函数 ,且是非负区间数.

若 ωj , j ∈ M已知 ,则对 vi , i ∈ N进行大小排序即可

得到方案的优劣排序.因此 , 可用实值函数 E[ vi] , i

∈ N 作为方案X i的综合评价函数.

　　由于当
E[ vi]

E[ v i] +E[ vk]
※ 1 时 , E[ vk] ※ 0;

E[ v i]
E[ vi ] +E[ vk]

※0时 , E[ vk] ※1.因此 ,根据 pik 的

定义可以通过使
E[ vi ]

E[ vi] +E[ vk]
逼近于 pik来确定 vi ,

即要求 v i满足

　　pik ≈
E[ vi]

E[ v i] +E[ vk]
, i , k ∈ N , i ≠ k. (4)

　　基于(4)式 ,引入偏差函数:
　　d ik =[ p ik(E[ vi ] +E[ vk])-E[ v i])]

2 , i , k ∈
N , i ≠k . (5)
　　由(3)式 ,根据区间数的期望值定义有

E[ vi] =∑
m

j=1

b
L
ij +b

U
ij

2
ωj =∑

m

j=1
E[ b ij ] ωj , i ∈ N ,

记 cij =E[ b ij] =
b
L
ij +b

U
ij

2
,

则可得到期望值矩阵 C =(cij)n×m ,从而有 E[ vi] =

∑
m

j=1
cijωj , i ∈ N ,将其代入(5)式 ,则偏差函数可进一

步写为

　　d ik(ω)=(pik[ ∑
m

j=1
cijωj+∑

m

j=1
ckjωj] -∑

m

j=1
cijωj)

2
=

(∑
m

j=1
[ pik(cij +ckj)-cij ] ωj)

2 =(∑
m

j=1
(p ikckj -

pkicij)ωj)
2 , i , k ∈ N , i ≠ k . (6)

　　为了使方案的选择尽可能地与决策者的主观偏

好(即方案偏好关系)一致 ,各属性权重的选择应能

使每个偏差尽可能小 ,为此 ,建立如下多目标规划模

型

　　min dik(ω)=(∑
m

j=1
(p ikckj-pkicij)ωj)

2
, i , k ∈ N ,

i ≠ k ,

　　s.t.∑
m

j=1
ωj =1 , (7)

　　　　　　ωj ≥0 , j ∈ M.
　　由于 i ≠ k 时pik +pki =1 ,因此为了减少计算

量 ,可将(7)式中的 i ≠k改写为i <k .又因为所有的

目标函数没有任何偏好关系 ,因此 ,可将模型(7)转

化为下列二次规划模型

　　min f(ω)=∑
n

i=1
∑
n

k=i+1
(∑

m

j=1
(pikckj -pkicij)ωj)

2 ,

　　s.t.∑
m

j=1
ωj =1 ,
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　　　　　　　ωj ≥0 , j ∈ M. (8)
　　利用求解非线性规划的 Lingo 软件求解上述二

次规划模型即可得到各个属性的权重.将求出的权重

ωj , j ∈ M代入(3)式 ,便得到各个方案的模糊综合评

价值 vi , i ∈ N ,计算 E[ vi] , i ∈ N ,并对它们进行大

小排序 ,就可得到相应方案的优劣排序 ,从而得到最

优方案.

　　基于上述讨论 ,给出如下决策方法:

　　(Ⅰ)将决策矩阵  A =[  a ij] n×m按(1)式和(2)式

转化为规范化矩阵  B =[ bij] n×m;

　　(Ⅱ)计算 E[ b ij ] , i ∈ N , j ∈ M ,得到规范化矩

阵  B 相对应的期望值矩阵 C =(cij)n×m;

　　(Ⅲ)将方案偏好关系矩阵 P 及期望值矩阵C代

入模型(8)求出各个属性的权重;

　　(Ⅳ)将求出的属性权重代入(3)式 ,计算各个方

案的模糊综合评价值 vi , i ∈ N.

　　(Ⅴ)计算各个方案的实值综合评价值 E[ vi] , i

∈ N ,并对它们进行大小排序 ,从而得到相应方案的

排序结果及最优方案.

3　实例分析

　　下面用实例说明本文给出的决策方法.本文采

用文献[ 12] 中算例的一些基础数据.

　　例1　某部队在采购火炮武器时 ,考虑下列 5项

指标(属性):火力突击能力指数(u1),反应能力指数

(u2),机动能力指数(u3), 生存能力指数(u4), 成本

(u5),有 4种系列的火炮 X i(i =1 ,2 , 3 ,4)(方案)可

供采购时选择 ,其所对应的各能力指数如表 1所示.
表 1　决策矩阵  A

Table 1　Matrix  A of decision-making

方案
Project

u1 u2 u3 u4 u5

X 1 [ 26000, 27000] [ 2 , 4] [ 18000 , 19000] [ 0.7 , 0.8] [ 15000 , 16000]
X 2 [ 60000, 70000] [ 3 , 4] [ 16000 , 17000] [ 0.3 , 0.4] [ 27000 , 28000]
X 3 [ 50000, 60000] [ 2 , 3] [ 15000 , 16000] [ 0.7 , 0.8] [ 24000 , 26000]
X 4 [ 40000, 50000] [ 1 , 2] [ 28000 , 29000] [ 0.4 , 0.5] [ 15000 , 17000]

　　假设决策者对各方案的偏好关系矩阵 P 为

　　P =

- 0.7 0.8 0.9
0.3 - 0.65 0.8
0.2 0.35 - 0.6
0.1 0.2 0.4 -

,

问采购部门应如何选择火炮.

　　解 　下面采用本文方法来对 4个方案进行排序

及择优.

　　(Ⅰ)在各属性中 ,除第 5项为成本型外 ,其他均

为效益型 ,故可用(1)式和(2)式将决策矩阵  A 规范

化为

　　 B =

α11 α12 α13 α14 α15
α21 α22 α23 α24 α25
α31 α32 α33 α34 α35
α41 α42 α43 α44 α45

,

其 中 , α11 = [ 0.3714 ,0.3857] ;α12 = [ 0.5000 ,
1.0000] ;
α13 =[ 0.6207 ,0.6552] ;α14 =[ 0.8750 ,1.0000] ;

α15 =[ 0.9231 ,1.0000] ;α21 =[ 0.8571 ,1.0000] ;
α22 =[ 0.7500 ,1.0000] ;α23 =[ 0.5517 ,0.5862] ;

α24 =[ 0.3750 ,0.5000] ;α25 =[ 0.0000 ,0.0769] ;
α31 =[ 0.7143 ,0.8571] ;α32 =[ 0.5000 ,0.7500] ;

α33 =[ 0.5172 ,0.5517] ;α34 =[ 0.8750 ,1.0000] ;
α35 =[ 0.1538 ,0.3077] ;α41 =[ 0.5714 ,0.7143] ;

α42 =[ 0.2500 ,0.5000] ;α43 =[ 0.9655 ,1.0000] ;
α44 =[ 0.5000 ,0.6250] ;α45 =[ 0.8462 ,1.0000] .
　　(Ⅱ)规范化矩阵  B 相对应的期望值矩阵 　　
0.3786 0.7500 0.6380 0.9375 0.9616
0.9285 0.8750 0.5690 0.4375 0.0384
0.7857 0.6250 0.5344 0.9375 0.2307
0.6429 0.3750 0.9828 0.5625 0.9231

.

　　(Ⅲ)将方案偏好关系矩阵 P 及期望值矩阵C代

入模型(8),得到下列二次规划模型:

　　min 1.0333ω21 +0.3678ω
2
2 +1.4218ω

2
3 +

0.8282ω
2
4 +1.3739ω

2
5 +1.2023ω1ω2 +1.9919ω1ω3 +

1.4973ω1ω4 +1.1023ω1ω5 +0.9801ω2ω3 +

0.8134ω2ω4 +0.3644ω2ω5 +1.6194ω3ω4 +
2.4633ω3ω5 +1.2040ω4ω5 ,

　　s.t.ω1 +ω2 +ω3 +ω4 +ω5 =1 ,
　　　　ω1 , ω2 , ω3 , ω4 , ω5 ≥0.
　　利用 Lingo软件求出各个属性的权重分别为

　　ω1 = 0 , ω2 = 0.8652 , ω3 =0 , ω4 =0 , ω5 =

0.1348.

　　(Ⅳ)根据区间数的运算法则 ,由(3)式计算各个

方案的模糊综合评价值 vi , i =1 ,2 ,3 ,4 ,得到

　　v1 =[ 0.5570 ,1.0000] , v2 =[ 0.6489 ,0.8756] , v3

=[ 0.4533 ,0.6904] , v4 =[ 0.3304 ,0.5674] .
　　(Ⅴ)计算各个方案的实值综合评价值 E[ vi] , i
=1 ,2 ,3 , 4分别为
　　E[ v1] = 0.7785 , E[ v 2] = 0.7622 , E[ v3] =

0.5719 , E[ v 4] =0.4489.
　　根据 E[ vi] ,1 ,2 ,3 ,4的大小排序得到方案的排序:
　　X1  X2  X 3  X 4 ,

因而最优方案为 X1.
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(3.9)式中 ,令 r1 ※0 ,得

　　〈S , F〉 ≤α,  F ∈ D , (3.11)
在(3.8)式中 ,取 r =〈C(F ＊),F -F

＊〉得:
　　〈S , F〉 +〈C(F ＊),F -F

＊〉 ≥α,  F ∈ K ,
(3.12)

取 F =F
＊ ,得〈S ,F ＊〉 =α.将 α代入(3.11)和(3.

12)式得到(3.5)和(3.6)式.
　　定理3.2　在定理3.1中将集K换为集K1 ,结论

仍然成立.

　　证明仿定理 3.1的证明即可.

　　定理3.1和定理3.2刻画了流量附加约束对网络

的影响:设路段 a 有流量附加约束 ,这约束可以等同

地看成道路的使用者在时刻 t经过路段a额外增加的

阻抗为 sa(t),例如:sa(t)可以理解为为了防止路段

a 出现过度拥挤情况道路管理者额外附加的单位费

用 ,这样 ,路段 a 的阻抗不再是 ca 而是 ca +sa .从而 ,

在平衡状态下 ,路径阻抗函数不再是 C(F ＊)而是变

成了 C(F
＊
)=C(F

＊
)+S(F

＊
),其中 S =(S 1 , …,

Sm)
T ∈ L

q([ 0 , T] , Rm
+), S j为由于路径 j上的路段有

附加约束而引起的对路径的附加约束 ,它满足(3.5)

式.

　　相应于 all-or-nothing的配流算法 ,对应于定理2.

2 ,有附加流量约束情形为:

　　定理 3.3　F＊ ∈ K 是有流量附加约束的

Wardrop用户平衡配流 ,则对任意 w ∈ W ,存在函数

 hw:[ 0 , T] ※R ,对任意 r ∈ w ,在[ 0 , T] 上几乎处处

有

　　 Cr(F
＊)(t)≤ hw(t) F

＊
r (t)=μr(t), (3.13)

　　 Cr(F
＊
)(t)> hw(t) F

＊
r (t)=λr(t).(3.14)
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