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摘要　针对一类具有未知非线性函数的严格反馈型不确定非线性系统，提出了一种自适应反推
终端滑模控制方法。 反推控制的前 n －１ 步结合动态面控制技术设计虚拟控制律，第 n步仅采
用一个神经网络函数逼近器补偿系统所有未知非线性函数，得到了基于全局快速终端滑模控制
的自适应神经网络控制器；通过引入一阶滤波器，不仅避免了传统反推控制存在的复杂计算，提
高了系统的收敛速度，而且通过引入逼近误差和不确定干扰上界的自适应补偿项来消除建模误
差和参数估计误差的影响，改善了稳态跟踪精度。 理论分析证明闭环系统所有信号半全局一致
终结有界，仿真结果验证了该方法的有效性。
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不确定非线性系统的控制问题历来是控制领域的热点之一，其中滑模变结构控制是一种较为有效的方
法，但要求系统的不确定性满足匹配条件［１］ 。 对于非匹配不确定非线性系统，一般采用自适应反推（Ｂａｃｋ-
ｓｔｅｐｐｉｎｇ）控制［２］ ，该方法在逐步递推的设计过程中引入中间虚拟控制量，并基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论给出
整个系统控制律。 然而，自适应反推控制要求系统不确定性可参数化表示，并且存在计算复杂性和控制律高
度非线性问题

［３］ ，使得控制器难以实现．
近年来，一些学者将滑模变结构控制与自适应反推控制相结合，取得了一定研究成果。 文献［４］针对一

类最小相位仿射非线性系统，设计了自适应反推滑模变结构控制器；文献［５］为了减弱抖振，将二阶滑模控
制方法应用于自适应反推控制最后 ２步构造的辅助系统中，减少了算法计算量，并允许系统最后 ２个方程存
在非参数化不确定性；文献［６］针对一类非线性函数已知的不确定严格反馈块控非线性系统，提出了一种模
糊自适应反推全局快速终端滑模控制方法，对于 n个未知不确定函数，引入 O（n）个模糊逼近器，使得控制
器的复杂程度大大增加。
本文针对一类具有未知非线性函数和不确定干扰的严格反馈非线性系统，提出了一种自适应神经网络

反推快速终端滑模控制方案。

１　问题描述和预备知识

考虑如下不确定严格反馈非线性系统：
痹xi ＝xi ＋１ ＋fi（珔x i）， i＝１，２，⋯，n－１
痹xn ＝fn（x） ＋bu ＋d（ t，x）
y＝x１

（１）



式中：珔x i ＝［x１ ，x２ ，⋯，xi］ Ｔ∈Ｒi，x＝［x１ ，x２，⋯，xn］ Ｔ∈Ｒn
为可测状态向量；u， y∈Ｒ分别为系统控制输入和输

出；fi（珔xi）， i＝１，２，⋯，n为未知不确定非线性函数；b≠０为已知常数；d（ t，x）为未知外界扰动不确定项。
假设 １　对橙（ t，x）∈Ｒ ＋ ×Ｒn，存在未知正常数 ρ倡， i＝１，２，⋯，n－１，使得｜d（t，x）｜≤ρ倡矱（x），矱（x）为

已知非负光滑函数。
本文采用 ＲＢＦ神经网络逼近系统未知非线性函数，可表示为：

hnn（Z） ＝WＴξ（Z） （２）
式中：输入向量 Z∈ΩZ炒Ｒn，n为神经网络输入维数；W＝［W１ ，W２ ，⋯，Wl］

Ｔ∈Ｒl
为神经网络权值向量，l ＞１

为网络节点数；ξ（Z） ＝［ξ１（Z），ξ２（Z），⋯，ξl（Z）］ Ｔ∈Ｒl 为基函数向量，选取基函数ξi（Z）为如下的高斯函
数：

ξi（Z） ＝ｅｘｐ （Z－μi）
Ｔ（Z－μi）
ν２
i

， i ＝１，２，⋯，l

式中μi ＝［μi１ ，μi２ ，⋯，μin］
Ｔ
为高斯函数的中心；νi 为高斯函数的宽度．

ＲＢＦ神经网络（２）能够在紧集ΩZ炒Ｒn
上以任意精度逼近连续函数 h（Z）：

h（Z） ＝W倡Ｔξ（Z） ＋ε（Z），橙Z∈ΩZ炒Ｒn

式中：ε（Z）为神经网络逼近误差且有界；W倡为最优权值向量，W倡的选取原则为：对于所有的 Z∈ΩZ，使｜ε
（Z）｜为最小的W值，即：

W倡 ＝ａｒｇ ｍｉｎ
W∈Ｒ l｛ ｓｕｐZ∈ΩZ

｜h（Z） －WＴξ（Z） ｜｝ （３）

假设 ２　神经网络重构误差 ε（Z）有界，即｜ε（Z）｜≤ε倡， 橙Z∈ΩZ炒Ｒn，ε倡 ＞０ 为未知常数。
为了削弱滑模控制的抖振，本文引入文献［７］提出的连续且可导的平滑函数［g（ s）］ cd近似表示符号函

数：

［g（s）］ cd ＝１ －ｅｘｐ（ －υs）
１ ＋ｅｘｐ（ －υs）， 橙υ＞０，且 ０≤｜s｜－s １ －ｅｘｐ（ －υs）

１ ＋ｅｘｐ（ －υs）≤
１
υ

２　控制器设计与稳定性分析

控制器设计如下：
Ｓｔｅｐ １　考虑闭环系统（１）的第一阶子系统：痹x１ ＝f１ （x１ ） ＋x２ ，定义系统状态跟踪误差 e１ ＝x１ －yd，则系统

跟踪误差 e＝e１ ，对状态跟踪误差 e１ 求导得：
痹e１ ＝f１ （x１ ） ＋x２ －痹yd （４）

若非线性函数 f１（x１ ）已知，则根据上式可设计如下虚拟控制律：
β倡
１ ＝x２ ＝－k１ e１ －f１ （x１ ） ＋痹yd．

若非线性函数未知，采用神经网络逼近，本文将在设计的最后一步对所有未知非线性函数进行补偿。 则第一
阶子系统虚拟控制律为：

β１ ＝－k１ e１ ＋痹yd （５）
针对传统反推设计由于对虚拟控制律反复求导带来的计算复杂性问题，采用动态面控制技术［８］ ，引入

一阶低通滤波器对虚拟控制律进行滤波，滤波器动态方程为：
τ１ 痹α１ ＋α１ ＝β１， α１（０） ＝β１（０） （６）

式中τ１ 为滤波器时间常数。 定义第一阶子系统的边界层误差为：
ω１ ＝α１ －β１ （７）

定义状态跟踪误差 e２ ＝x２ －α１，且由式（４）和式（５）可得：
痹e１ ＝f１ （x１ ） －k１ e１ ＋e２ ＋ω１ （８）

Ｓｔｅｐ i　考虑闭环系统（１）的第 i阶子系统：痹xi ＝fi（珔x i） ＋xi ＋１， ２≤i≤n －１。 定义状态跟踪误差 ei ＝xi －
αi －１，对其求导得：

痹ei ＝fi（珔x i） ＋xi ＋１ －痹αi －１ （９）
根据上式设计如下虚拟控制律：
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βi ＝－ei －１ －ki ei ＋痹αi －１ （１０）
对βi 进行滤波得到期望虚拟控制αi，定义第 i阶子系统边界层误差为：

ωi ＝αi －βi （１１）
由状态跟踪误差 ei ＋１ ＝xi ＋１ －αi 及式（９）和（１０）可得：

痹ei ＝fi（珔xi） －ei －１ －kiei ＋ei ＋１ ＋ε i （１２）
Ｓｔｅｐ n　考虑闭环系统（１）的第 n 阶子系统：痹xn ＝fn（x） ＋bu（ t） ＋d（ t， x）。 由状态跟踪误差 en ＝xn －

αn －１，对 en 求导得：
痹en ＝fn ＋bu（ t） ＋d（ t，x） －痹αn －１ （１３）

为了提高误差系统的收敛速度和稳态跟踪精度，本文采用如下全局快速终端滑模面［６］ ：

痹s＝－αs－βs
q
p （１４）

式中：s ＝∑
n －１

i ＝１
ci ei ＋en，α， β＞０，p和 q为正奇数，且 p＞q。 对 s求导并由式（１４）可得：

∑
n－１

i ＝１
ci 痹ei ＋痹en ＋αs ＋βs

q
p ＝０ （１５）

当切换函数 s远离零点时，s的收敛速度主要由α决定，α越大，收敛速度越快；当切换函数 s接近零点时，
s的收敛速度主要由β决定，β越大，收敛速度越快。
将式（８）、（１２） 和（１３） 代入式（１５） 得：

∑
n－１

i ＝１
ci（ fi －ki ei ＋ei＋１ ＋ε i） －∑

n－１

i ＝２
ci ei－１ ＋fn ＋bu ＋d －痹αn－１ ＋αs ＋βs

q
p ＝０ （１６）

上式中的未知函数∑
n－１

i ＝１
ci fi ＋fn 采用 ＲＢＦ神经网络逼近，可得：

∑
n－１

i ＝１
ci（ei＋１ －kiei ＋ε i） －∑

n－１

i ＝２
ciei－１ ＋W倡Ｔξ＋ε ＋bu ＋d －痹αn－１ ＋αs ＋βs

q
p ＝０ （１７）

式中W倡 的变量为Z，Z ＝［x１ ，x２ ，⋯，xn］ Ｔ ∈ΩZ 炒Ｒn，且神经网络逼近误差和不确定干扰满足如下不等式：
ε ＋d≤ ε倡 ＋ρ倡矱（x） ≤ δ倡珚矱（x） （１８）

式中：δ倡 ＝ｍａｘ｛ε倡， ρ倡｝； 珚矱（x） ＝１ ＋矱（x）。
设计如下控制律：

u ＝ueq ＋uvss

ueq ＝－b－１ ∑
n－１

i ＝１
ci（ei＋１ －kiei ＋ε i） ＋W^Ｔξ－痹αn－１ ＋αs ＋βs

q
p －∑

n－１

i ＝２
ciei－１

uvss ＝－b－１ δ^珚矱（x） ｛１ －ｅｘｐ［－υ^δ珚矱（x）s］｝
｛１ ＋ｅｘｐ［－υ^δ珚矱（x）s］｝

（１９）

引入σ－修正方法［２］ ，神经网络权值自适应律 W^和参数自适应律 δ^设计如下：
W^ ＝Γ（sξ－σ１０W^），　δ^ ＝γ（珚矱｜s｜－σ１１ δ^） （２０）

式中Γ＝ΓＴ ＞０为自适应增益矩阵，γ＞０自适应增益系数，σ１０ ＞０，σ１１ ＞０为设计参数。
定理 １　对于由系统（１）、控制律（１９）、自适应律（２０） 组成的闭环系统，且定义初始紧集Ω０：

Ω０ ＝ s２ ＋∑
n－１

i ＝１
（e２i ＋ε２

i ） ＋珦WＴΓ－１珦W ＋γ－１珓ρ２ ≤ ２λ．

λ为任意给定正数，在假设 １ －２条件下，存在参数α，β，p，q，Γ，γ，σ１０，σ１１，υ和 ki，ci，τi，i ＝１，２，⋯，n －
１，使得闭环系统的半全局一致终结有界，且系统跟踪误差收敛到原点附近的一个小邻域内。

证　定义闭环系统（１） 的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

V ＝１
２ s

２ ＋１
２ ∑

n－１

i ＝１
（ｅ２i ＋ε２

i ） ＋１
２
珦WＴΓ－１珦W ＋１

２ γ－１珓δ２ （２１）

对 V按时间 t求导得：

痹V ＝s痹s ＋∑
n－１

i ＝１
（ei 痹ei ＋ε i 痹ε i） ＋珦WＴΓ－１W^ ＋γ－１珓δδ^ （２２）

由 ε i ＝αi －βi 得 痹ε i ＝－ε i ／（τi －痹βi），由文献［９］１４５－１４６ 可知存在κ∞ 类函数κi１ 和κi２ 使，κi１ ≤｜痹βi ｜
２ ≤
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κi２ ，对 s求导，代入式（８）、（１２） 和（１３） 及控制律（１９） 得：

痹s ＝－αs －βs
q
p －珦WＴξ＋ε ＋d －δ^珚矱（x） １ －ｅｘｐ［－υ^δ珚矱（x）s］

１ ＋ｅｘｐ［－υ^δ珚矱（x）s］ （２３）

将式（２３） 代入式（２２），并根据κi１ ≤｜痹βi ｜
２ ≤κi２ ，再代入 W^和 δ^，可得：

痹V≤∑
n－１

i ＝１
－c倡i ｜ei ｜２ ＋ １

４ －１
τi

－
κi２

２ηi
｜ε i ｜

２ ＋
ηi

２
＋α倡 s２ －σ１０珦WＴW^ －σ１１珓δδ^ ＋１

υ （２４）

结合 Ｃａｕｃｈｙ －Ｓｃｈｗａｒｚ不等式，式（２４） 可化为：

痹V≤∑
n－１

i ＝１
－k倡

i ｜ei ｜２ ＋ １
４ －１

τi
－

κi２

２ηi
｜ε i ｜

２ －α倡 s２ －
σ１０

２ ‖珦W‖２ －
σ１１

２ ‖珓δ‖２ ＋φ （２５）

式中：φ＝∑
n－１

i ＝１

ηi

２ ＋
σ１０

２ ‖W倡‖２ ＋
σ１１

２ ‖δ倡‖２ ＋１
υ；α

倡 ＝α＋１。

令μ＝２ｍｉｎ k倡
i ， α倡，

σ１０

２λｍａｘ（Γ
－１）

，
σ１１γ
２

， ηi ＝κi２ ／［２（μ－１／τi ＋１／４）｝，１≤ i≤ n －１，并代入式（２５），

得痹V≤－μV＋φ。当μ＞φ／λ，在V ＝λ上有痹V≤０，因而V≤λ是一个不变集，因此，当系统满足初始条件V（０）
≤ λ时，对于所有的 t ＞０，可得 V（ t） ≤λ，则 ei，ε i，s，珦W和珓δ半全局一致终结有界，可知闭环系统（１）状态跟
踪误差 ei 有界及系统跟踪误差 e ＝e１ 收敛到系统原点附近的一个小邻域内。

３　仿真算例

考虑如下不确定严格反馈非线性系统：
痹x１ ＝f１（x１ ） ＋x２
痹x２ ＝f２（x１ ， x２ ） ＋u＋d（ t， x）
y＝x１

（２６）

式中：f１ （x１ ） ＝０畅１x２１ ，f２ （x１ ，x２ ） ＝０畅２e －x２ ＋x１ ｓｉｎ（x２ ）未知；不确定干扰 d（ t， x） ＝０畅５（x２１ ＋x２２ ） ｓｉｎ３ （ t）未知。
自适应反推终端滑模控制器设计参数为：α＝２，β＝１，p＝５，q＝３，Γ＝ｄｉａｇ［０畅２］，γ＝０畅２，σ１０ ＝σ１１ ＝０畅５，k１ ＝
３畅５，c１ ＝２畅５，τ１ ＝０畅０４；ＲＢＦ神经网络 W^Ｔξ（Z）包含 l ＝２５个节点，接收域的中心μi（ i ＝１，２，⋯，l）均匀分布
在空间［ －４，４］ ×［ －４，４］上，宽度 νi ＝２，i＝１，２，⋯，l；神经网络权值 W^的初值 W^（０） ＝０，参数估计初值 δ^
（０） ＝０；系统参考轨迹为 yd ＝ｓｉｎ（ t），初始状态：x（０） ＝［０畅５，０畅５］ Ｔ。
将基于指数趋近律的自适应神经网络反推滑模控制方案与本章提出的控制方案进行仿真对比。 选择指

数趋近律 痹s＝－αs－ρｓｉｇｎs，ρ＝４为滑模开关增益，其余相应的设计参数和本文设计的控制方案设计参数保
持一致，仿真结果见图 １ －６。
图 １为状态变量 x１ 的仿真曲线，图 ２ 和图 ３分别为神经网络权值范数‖W^‖和自适应参数 δ^的有界轨

迹，图 ４为 ２种控制方法的系统跟踪误差对比曲线，图 ５ 和图 ６ 分别为 ２ 种方法的控制输入。 可见，本文提
出的自适应反推终端滑模控制方法可以保证系统跟踪误差有较高的收敛精度，且控制输入平滑无抖振。

图 １　状态变量 x１
Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ x１

图 ２　神经网络权值范数‖W＾‖
Ｆｉｇ．２　Ｎｏｒｍ ｏｆ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｗｅｉｇｈｔ ｖｅｃｔｏｒ ‖W＾‖

图 ３　自适应参数 δ^
Ｆｉｇ．３　Ａｄａｐｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ δ^
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图 ４　不同控制方法下系统跟踪误差 e
Ｆｉｇ．４　Ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ e ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ５　指数趋近律滑模控制输入 u
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ u ｂｙ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ

　　ｒｅａｃｈｉｎｇ ｌａｗ ｓｌｉｄｉｎｇ ｍｏｄｅ

图 ６　全局快速终端滑模控制输入 u
Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ u ｂｙ ｇｌｏｂａｌ

　　　　ｆａｓｔ ｔｅｒｍｉｎａｌ ｓｌｉｄｉｎｇ ｍｏｄｅ

４　结束语

本文针对一类具有未知非线性函数和不确定干扰的严格反馈非线性系统，提出了一种鲁棒自适应反推
终端滑模控制方法。 本文控制方法避免了传统反推控制存在的计算复杂性问题，采用终端滑模控制提高了
系统的收敛速度和稳态跟踪精度。 仿真结果表明，本文所提的控制方法对未知非线性函数和不确定干扰具
有强鲁棒性，系统跟踪误差在有限时间内收敛到原点附近的一个小邻域内，控制信号平滑无抖振现象，便于
实际应用。
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