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异结构超混沌系统的完全同步与反相同步控制
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摘要　基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和非线性动力学理论，构造出相应的非线性控制器，实现了三
维混沌系统与四维超混沌系统之间异结构完全同步与反相同步控制，并对上述 ２ 类同步给出了
严格的数学证明。 以一个新型三维自治系统为例，引入状态反馈变量，构造了一个新的超混沌
系统，研究了不同维数混沌系统之间的异结构完全同步与反相同步问题。 最后，借助于 Ｒｕｎｇｅ
－Ｋｕｔｔａ算法进行数值仿真，通过对误差系统的误差进行分析，得到驱动系统和响应系统状态变
量误差能在短时间内快速趋于零，表明理论推导的正确性和所提出方案的有效性。
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混沌的研究是非线性动力学领域中的重点问题之一，由于混沌同步在保密通信、信号处理和生命科学等
方面有着十分广泛的应用前景和巨大的市场潜在价值，学者对此进行了广泛而深入地研究［１ －２］ 。
自 １９９０年，Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃｏｒｒｏｌｌ首次提出了“混沌同步”的概念，并在电路实验中实现了 ２ 个耦合混沌系统

的同步［３ －４］ 。 随后人们从不同的角度实现了不同类型的混沌同步，如完全同步、广义同步、相同步、投影同
步［５ －７］ 。 混沌系统反相同步理论“从对立的角度拓展了传统意义上的混沌系统同步理论，其应用比混沌系统
同步理论的应用更具抗破译能力”。 文献［８］对一个不确定混沌系统的反相同步进行了研究，设计了一种自
适应控制方法，实现了参数不确定系统的混沌反相同步和未知参数的辨识；文献［９］利用自适应控制方法对
具有相同结构的超混沌系统，进行了反相同步研究。 综上所述，相同结构低维混沌系统的同步与反相同步问
题的研究已经比较成熟，相同维数异结构超混沌系统的同步与反相同步问题在近年来也有了一定的研究。
然而，关于不同维数异结构超混沌系统之间的同步与反相同步问题的研究还鲜有报道。 在实际应用中特别
是混沌系统的同步与反相同步用于安全通信中，驱动系统和响应系统的结构经常是不同的，因此考虑不同维
数异结构超混沌系统的同步与反相同步具有重要的实际意义。
为此，本文提出了一种新的完全同步与反相同步方法，扩展了同步与反相同步的应用范围，并在理论分

析的基础上，通过数值仿真验证了所提出方案的有效性。 该方法不仅可以实现相同维数异结构混沌系统之
间的同步与反相同步，也可以实现更高不同维数的异结构超混沌系统之间的同步与反相同步。

１　系统分析、完全同步及反相同步描述

1畅1　混沌系统分析
文献［１０］中提出了一个新型三维自治系统的状态方程表示为：



ｄx１
ｄt ＝a（x２ －x１ ）

ｄx２
ｄt ＝cx１ －x１x３

ｄx３
ｄt ＝－bx３ ＋x１x２

（１）

当 a ＝３５，b＝３，c＝３５ 时，系统（１）的 ３ 个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为：λL１ ＝１畅０７４ ２，λL２ ＝０，λL３ ＝－３９畅０７４，此时
系统（１）处于混沌状态，其系统（１）的混沌吸引子见图 １。
通过引入非线性控制器，将非线性控制器的输出，反馈到系统（１）的其他方程中实现超混沌。 这个新的

四维自治系统的状态方程表示为：
ｄy１
ｄt ＝a（y２ －y１ ）

ｄy２
ｄt ＝cy１ －y１y３ ＋y４

ｄy３
ｄt ＝－by３ ＋y１y２

ｄy４
ｄt ＝－dy１

（２）

当 a ＝３５，b＝３，c＝３５，d＝８ 时，系统（２）的 ４ 个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为：λL１ ＝０畅２７８ ８，λL２ ＝０畅１４７ ０，λL３ ＝０、
λL４ ＝－３８畅４２９，其中有 ２个指数为正，此时系统（２）处于超混沌状态，其系统（２）的超混沌吸引子见图 ２。

图 １　系统（１）在 x－z平面的相图
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１）

ｉｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ x－z　　

图 ２　系统（２）在 x－y平面的相图
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２）

ｉｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ x－y　　

1畅2　完全同步与反相同步描述
假设存在如下的驱动系统和响应系统：

ｄx
ｄt ＝f（ t，x） （３） ｄy

ｄt ＝g（t，y） ＋u（t，x，y） （４）

式中 u（ t，x，y）是非线性控制器。 定义 ２个系统的同步误差为：e（ t） ＝y －x，如果ｌｉｍ
t→∞

｜｜e（t）｜｜＝０，则系统（３）

和系统（４）被称为完全状态同步。 定义 ２个系统的反相同步误差为：e（ t） ＝y＋x，如果ｌｉｍ
t→∞

｜｜e（ t） ｜｜＝０，则系
统（３）和系统（４）被称为完全状态反相同步。

２　新的三维混沌系统与四维超混沌系统完全同步控制

本文以混沌系统（１）为驱动系统，相应的超混沌系统（２）为受控的响应系统，有：
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ｄy１
ｄt ＝a（y２ －y１ ） ＋u１

ｄy２
ｄt ＝cy１ －y１y３ ＋y４ ＋u２

ｄy３
ｄt ＝－by３ ＋y１y２ ＋u３

ｄy４
ｄt ＝－dy１ ＋u４

（５）

系统（５）中 ui（ i＝１，２，３，４）为非线性控制器。 令系统（５）与系统（１）的同步误差为 ei ＝yi －xi（ i ＝１，２，
３，４），其中 x４ ＝０。 可得到如下的误差系统：

ｄe１
ｄt ＝a（e２ －e１ ） ＋u１

ｄe２
ｄt ＝ce１ －y１y３ ＋x１x３ ＋y４ ＋u２

ｄe３
ｄt ＝－be３ ＋y１y２ －x１x２ ＋u３

ｄe４
ｄt ＝－dy１ ＋u４

（６）

定理 １　对于由驱动系统（１）和响应系统（５）构成的混沌同步系统，若选取非线性控制器式（８），则系统
（１）和系统（５）可实现异结构完全同步控制，即对于任意初始值，误差系统（６）都有ｌｉｍ

t→∞
｜｜e｜｜＝０。

证明　构建 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为：

V＝１
２ （e２１ ＋e２２ ＋e２３ ＋e２４） （７）

则 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数沿着误差轨道对时间的导数为：
痹V＝e１ 痹e１ ＋e２ 痹e２ ＋e３ 痹e３ ＋e４ 痹e４ ＝

e１（a（e２ －e１） ＋u１ ） ＋e２ （ce１ －y１y３ ＋x１x３ ＋y４ ＋u２ ） ＋e３ （ －be３ ＋y１y２ －x１x２ ＋u３ ） ＋e４ （ －dy１ ＋u４ ） ＝
－aｅ２１ －bｅ２３ ＋（a＋c）e１e２ ＋u１ e１ ＋（ －y１y３ ＋x１x３ ＋y４ ）e２ ＋（y１y２ －x１x２ ）e３ ＋u３ e３ ＋u４ e４

此时若取：
u１ ＝－（a＋c）e２ ，　u２ ＝y１y３ －x１x３ －y４，　u３ ＝－y１y２ ＋x１x２ ，　u４ ＝dy１ （８）

那么，痹V＝－ae２１ －be２３≤０。 由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论可得，误差系统（６）在原点渐近稳定。 即在非线性控
制器式（８）作用下，系统（１）与系统（５）在对应的时间序列可以达到完全同步。 （证毕）

３　新的三维混沌系统与四维超混沌系统反相同步控制

仍然以混沌系统（１）为驱动系统，相应的超混沌系统（５）为受控的响应系统，令系统（１）与系统（５）的反
相同步误差为 ei ＝yi ＋xi（ i＝１，２，３，４），其中 x４ ＝０。 可得到如下的误差系统：

ｄe１
ｄt ＝a（e２ －e１ ） ＋u１

ｄe２
ｄt ＝ce１ －y１y３ －x１x３ ＋y４ ＋u２

ｄe３
ｄt ＝－be３ ＋y１y２ ＋x１x２ ＋u３

ｄe４
ｄt ＝－dy１ ＋u４

（９）

定理 ２　对于由驱动系统（１）和响应系统（５）构成的混沌反相同步系统，若选取非线性控制器式（１０），
则系统（１）和系统（５）可实现反相同步控制。 即对于任意初始值，误差系统（９）都有ｌｉｍ

t→∞
｜｜e｜｜＝０。

证明　选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数式（７），则：
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痹V＝e１ 痹e１ ＋e２ 痹e２ ＋e３ 痹e３ ＋e４ 痹e４ ＝
－aｅ２１ －bｅ２３ ＋（a＋c）e１e２ ＋u１ e１ ＋（ －y１y３ －x１x３ ＋y４ ）e２ ＋u２ ＋（y１y２ ＋x１x２ ）e３ ＋u３ e３ －dy１ e４ ＋u４ e４

若取：
u１ ＝－（a＋c）e２ ，　u２ ＝y１y３ ＋x１x３ －y４，　u３ ＝－y１y２ －x１x２ ，　u４ ＝dy１ （１０）

那么，痹V＝－ae２１ －be２３≤０，由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论可得，误差系统（９）在原点渐近稳定。 即在非线性控制
器式（１０）作用下，系统（１）与系统（５）在对应的时间序列可以达到反相同步。 （证毕）

４　数值仿真分析

采用 ４阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法对驱动系统（１）和响应系统（５）的异结构完全同步与反相同步控制进行了
数值仿真。 选取参数 a＝３５，b＝３，c＝３５，d ＝８时，步长为 ０畅００５，随机选取驱动系统、响应系统的状态初始值
为：x１ （０） ＝１，x２ （０） ＝２，x３（０） ＝３，y１ （０） ＝４，y２ （０） ＝５，y３ （０） ＝６，y４ （０） ＝７，计算 ２ 个系统的同步误差，其
完全同步误差仿真结果见图 ３ －５。 由图可见，系统状态误差曲线 e１ （ t），e２（ t），e３ （ t）随时间变化很快都趋于
零，即两系统达到了完全同步。

图 ３　e１ （ t） －t
Ｆｉｇ．３　e１ （ t） －t

图 ４　e２ （ t） －t
Ｆｉｇ．４　e２ （ t） －t

图 ５　e３ （ t） －t
Ｆｉｇ．５　e３ （ t） －t

　　对于系统反相同步数值仿真，选取相同的参数、计算步长和状态初始值，得到了 ２ 个系统的反相同步误
差，其反相同步误差仿真结果如图 ６ －８。 由图可见，e１ （ t），e２ （ t），e３ （ t）随时间变化很快都趋于零，即两系统
达到了反相同步。

图 ６　e１ （ t） －t
Ｆｉｇ．６　e１ （ t） －t

图 ７　e２ （ t） －t
Ｆｉｇ．７　e２ （ t） －t

图 ８　e３ （ t） －t
Ｆｉｇ．８　e３ （ t） －t

５　结束语

本文基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，构造出相应的非线性控制器，研究了三维混沌系统与四维超混沌系统
之间对应时间序列的完全同步与反相同步。 该方案不仅可以实现相同维数异结构混沌系统之间的同步与反
相同步，也可以实现更高不同维数的异结构超混沌系统之间的同步与反相同步；该方法具有收敛速度快，范
围广，易于实现等优点，对工程领域的研究者具有一定的理论意义和较广的应用价值。
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