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一类非线性抛物型方程的边界积分公式

冀礼鹏， 李炳杰
(空军工程大学电讯工程学院，陕西西安 710077) 

摘 要:利用 Kirchhoff 积分变换将二维非线性抛物型方程化为等价的线性形式，得到该方程的边

界积分方程与边界变分方程。除了利用 lax-milgram 定理证明变分方程解的唯一性外，还利用分段

线性插值方法得到非线性系数以离散方式给出的积分变换表达式。
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一般情况下，KirchhoH 积分变换不能保证积分算子单且满，但在热传导材料系数非负情形下确可以保

证这一点[1-2J 。如果材料系数以离散方式给出，则可利用分段插值方法给出其近似表达式，此时，问题将更加

简单明了。本文利用 Kirchhoff 积分变换变二维非线性抛物型方程为线性形式。给出该线性形式的边界积分

方程与变分公式，并证明变分方程解的存在唯一性。由同构积分映射得到原方程解的存在唯一性。

1 控制方程

考虑二维非线性抛物型方程初边值问题

[初 2 句 3 句(u) 一 -D 一 (a(u) 一) -D 一(a(u) 一) = f(x ， y ，。éJt - dX ,-- ,--, éJt 静静

u(x ,y ,t) u (x ,y ,t) 

u(x ,y ,O) = uo(x ,y) 

(x ， y) εo U 0' C R2 ， t εI 

(x ， y ， t) εrXI 

(x ， y) 仨 R2

(1) 

这里 a(u)>O 为材料系数〈依赖于 u) ，D 为热传导系数，r 为区域。CR2 的边界 ， 1[0 ， TJo 0' 为 Q 的外域，作

Kirchhoff 积分变换。

其中 u。为 U 的取值下界，则

初边值问题(1)式可化为

伊 =Kω=j::oa叫

a伊 au acp _ _/_., au 
一 = a(u) :-;一 = a(u) 一;ax - ,--, dX'句-- ,--, dy 卢

acp _ _/_., au zz=a(zt)E 

|μ=川 (x ， y) E 0 U 0' C RξI 
rp(x ,y ,t) rp (x ,y ,t) (x ， y ， t) ξr X 1 

伊(x ， y ， O) = 91J (x ,y) = K(uo) (x ， y) ξR2 

(2) 

(3) 

(4) 

大多数情况下，材料系数 a(u)并不能以解析形式表出，而是呈现离散点的形式。通常可用分段线性插值

得到。 (u)的近似表达式L气(不同情形下可用不同的插值方式)

设有离散点(或称实验点) (Ui ,ai ) , i = 0 , 1 , 2 ，… .N ，其分段线性插值为
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a(u) = a , + 生土L二主 (u - u.) 
U,+l - Ui 

u , <u 三二 u，+Il 1.2. … .N-1 

伊 = K(u) = 但十 ai(u - u，) 十 ai+l - a~(u - U,) 2 
2(u川 - Ui) 

Ui :.:::三 u < U,+I; 1 = 1.2 ，… .N 一 1

但=兰卡)-1 一川)-1 十叭 1=1 ， 2 ， ....N-1
由此可知，经过 Kirchhoff 积分变换，变量￠是 u 的二次函数，且满足逆变换

u=K- 1 (rp)=u ， 一于~(U'+I-Ui)十巳=主，../ af+2 年己主(俨但) i= 1, 2. ….N-1 
U. l -l Uî Ui+l Ui v ""i+1 

不难验证，由分段线性插值决定的 Kirchhoff 变换 (6)式和其逆变换 (8)式单且满。

2 边界积分方程与变分方程

考察初边值问题(的式，由文献[4J有

93 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

定理 1 如果非=K(磊)ε V(Ht(门 ，I)， fεV(H1 (R2 ). 1) .机 =K(uo) 仨 V(R2 ) .则在伊仨 H(IXR2 )(H

排一1/n2={伊:伊ξ J}(H1 (R2). I) ，一 εJ}(H- 1 (R 2 ). I)} )上初边值问题 (4)有唯一解，且满足边界积分方程
dt 

伊山)zjfW气X-Y ，圳y 十 fL川， r)扩 (X 一 Y.t 一叫ydr

+Dj jl[Z]扩 (X - Y.t - r)叩r (X ， t) ξrXI 

(9) 

其中 XξrCR2 ， YεR2 •是二维平面上的点 .[:J=去一去 .n ， n+分别表示边界 r 上附单位内、外法向
量，扩为基本解

1 _,._r IX - YI 2l 
扩 (X - Y ,t - r) =一一一一一~expl 一一一一一一一|

4π(t-r)-"r- L 4(t-r)J 

其中， IX-YI表示 R2 中两点的欧氏模。

由定理 1，令 λ(X.t)EV(H-t(门.1) .则可得边界变分问题。

求 λ(X ， t) ξ V(H-t(门，1) ，满足

(1 0) 

b(λ ，μ)=< 争。，μ> v με J} (H-t(门.1) (11) 
rT r, r r 

b(λ. u) = D 1 1 1 I À (Y ，。μ(X .t)扩 (X - Y ,t - r)drxdrydrdt (1 2) 
JO JO J l'x JI￥ 

弘=非山)-jf叫飞X-Y.圳y-j jtf(Y，训 (X - Y ， t 一叫ydrω

〈川〉=[jIWtdrdt(山
由文献[5J不难得到

定理 2 通过 Kirchhoff 积分变换 (6)和逆变换(肘，决定了伊εHCIXR2 )→μεHCIXR2 ) 同构映射。

定理 3 变分方程(11)构成 Aε J} (!-{才(门.1)→μξV(H 言(r) X I)的同构映射。

定理 4 在定理 1 条件下，变分方程 (11)存在唯一解 À(X ，t)仨 J} (H-t(门，1) ，且

11 À IllhH古0.1) 三二一一一一」
M 11 S?o 11 LZ(H←七0.1)

证明:令

E(川 =DjJWudo
v E H (I X R2) 且 v(X ， T) = O ， X ξR2 ， 

(1 5) 

(1 6) 
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对任意的 AεVCH-tC门，1)求伊εHCIXR2 )满足

J:lLp \7 so\7 vdO - Lz so ~叫出 =j:jIbd附
由定理 1 ，(17)式在 HCI X R2) 中有唯一解飞，且满足

ljJudo+j 叫\7vdO = f 加dr
化 CX ， O) = 0 xεRl 

(17) 

(8) 
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由于 11 弘 11 H'酌手 c 11 À 11 H才时 11 so" 11 H川z) 豆 cllλ11 的H-t(川〉

c1 11 so" 11 的Ht川〉豆 11 À 11ω 专川) <C2 11 so" 11ω-t(门 .1

因此 |川')1 =![ <化，Å' >μ11 so" 11 叫川 11λ1I IhH-'h川
豆 cllλ11ω-+(0.1) 11 À 11ω寸的 .1)

而|川') I 运 11 叫 I}酌 + c1f: 11 so" 11 叫dt
到1[ 11 so" 11 叫伦c2 11 so" 11 L'(HÍcr-).Il 注 211λ11ω 川

因此 bCλ ，).' )在 I}Urt(门， I〉×L2(H-t(门，1)上是连续双线性的，且不难验证手。εV(Ht(门，1)。由

Lax-milgram 定理，变分方程(10有唯一解 ÀEVCH-t(门，1) ，且由文献[6J有
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Boundary integral formulation for a class of nonlinear 

parabolic equations 

JI Li-peng , LI Bing-jie 

(The Telecommumcat lOn Engineenng 1nstltute , AFEU , Xi'an 710077 , China) 

Abstract: By the Kirchhoff integral transformat lOn , a class of nonlinear parabolic equat lOns can be convert 

ed to a class of linear one , A boundary mtegral equat lOn for the linear one and a boundary variational for 

mulation are presented. 1n addition to the indicatlon of eX1stence and umqueness of the solution of this 巳

quat lOn usmg lax-milgram theorem , the Kirchhoff integral transformat lOn in the nonlinear coefficient based 

on a set of discrete data 1S g1ven by a plece wise linear polynomial. 

Key words. Kirchhoff integral transformat lOn; boundary mtegral equat lOn; boundary variational equat lOn; 

lax-milgram theorem 


