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半导体器件模拟中求解载流子方程的混合算法

韩峰岩
(空军装备部，北京 100843) 

摘 要:针对半导体器件模拟中载流子方程两种基本算法在高注入条件下的不足，提出了一种混合

算法ω 经过理论分析和实际计算表明:这种算法对求解高注入条件下的载流子方程是有效的 O
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自从 1964 年 Gummel l1J 首先将数值方法用于求解半导体器件方程以来，数值模拟方法在半导体器件的

研究和生产中得到了越来越广泛的应用L2j o 为了预测器件性能，优化设计参数，必须在各种几何尺寸、各种
掺杂、各种温度以及各种工作条件下，求解载流子方程，运算量十分巨大。载流子方程是由三个高度非线性

方程组成的方程组，求解非常困难。此方程组的基本解法有两种，即祸合算法和去祸合算法。两种方法都有

其局限性，要么收敛速度太慢，要么对迭代初值的要求过高，尤其是在注入水平很高及存在磁场[3 J 的情况

下，模拟过程对研究者的经验要求很高，很难得到满意的结果，因此探索求解效率高、易于使用的算法十分必

要 c

l 求解半导体器件载流子方程的基本算法

在稳态情况下，归一化后的半导体载流子方程可表述为

ψ1 = 'V 
2伊 +(N+p-n) =0 (1) 

伊= 'V .μn( 'V n-n 'V ψ) - Rn = 0 (2) 

伊= 'V .μp( 'V p+pV ψ) - Rp = 0 (3) 

方程(1)又称为 Poisson 方程. (2) 、 (3) 分别称为电子和空穴的连续性方程。其中，ψ 为电势川、p 分别为电子

和空穴浓度 ;N 为净掺杂浓度，是位置坐标 r 的函数;从、的分别为电子和空穴的迁移率，是 N 的函数 ;R. 、 Rp
分别为电子和空穴的复合产生率，是载流子浓度 n 、p 以及温度 T 的函数c

(1 )-(3)是一个高度非线性的二阶微分方程组，要想直接求得解析解是不可能的。求解这个方程组数

值解的基本算法有两种，即祸合算法和去稠合算法。

l. 1 藕合算法

榈合算法也称 Newton 法，是把方程组作为一个整体用 Newton 法迭代求解的一种方法。

L己 y = (ψ .n ，p)T (4) 

φ= (ψl'ψ2 ， ψ3)1 (5) 

ð<P 1 δ♀~1 ð<p 1 

ð<p δn ðp 

ð<p2 ð<p2 

dYδ<p ðn ðp 
(6) 

δ♀口3 δ<P3 ð<p3 

ð<p ðn ðp 
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式中 Y称为解向量 ，A 称为 Jacobi 矩阵。
" (k) 会v _ n, (k) 

糯合算法可表示为 气，…-二 (7)
Yκ Y'K} + δY 

榈合算法的优点在于，无论工作条件如何，只要满足收敛条件，便以非常快的

速度(二次)收敛。但是，嘱合算法的稳定性比较差，对迭代初值的要求比较

高。如果初值选取不太好，就很容易发散。对于一个复杂的半导体器件问

题，较精确地估计初值并不是一件容易的事情，这主要依赖于研究者的经验，

在实际计算过程中发散的情况是经常遇到的。

1.2 去藕合算法
去搞合算法也叫 Gummel 法，是一种将方程组看作三个独立方程顺次求

解的方法。去桐合算法的求解过程如图 1 所示。

去祸合算法的稳定性比较好，即使是比较粗糙的初值也能够得到满意的

结果。但是，去搞合算法的收敛速度较慢(线性) ，而且仅适用于中、低注人

水平。当注入水平较高，方程之间的搞合很强，去祸合算法的效率极低，甚至

得不到收敛结果。

本文旨在寻求一种既适合于高注人水平，又对迭代初值要求较低的算

法。提出了一种混合算法，即将电子和空穴的连续性方程 (2) 、 (3) 搞合求

解，而将 Poisson 方程(1)独立求解。

2 混合算法的收敛性分析

?昆合算法的求解过程如图 2 所示。

2001 年

开始

结束

它与去祸合算法的差别在于，方程(2) 、 (3) 不是单独求解，而是用 New嗣 图 1 去锢合算法流程图

ωn 法搞合求解，这在对应强搞合方面比去搞合法有明显的优越性。下面分

析混合算法的收敛性。 r 开始

2. 1 Kantorovish 定理与实用收敛判据

Kantorovish 定理是关于 Newton 法收敛充分条件的一个定理。对于由 m

个方程组成的方程组

记 Jacobi 矩阵为

取矢量 V 的范数为

矩阵A 的范数为

Kantorovish 定理可表述如下:

φ(Y) = 0 

A( Y) = 1 叫= ~些~}
La乓 J

I V I = Max I v, I 

I A I = ，~，~~ L I aij I 
.~电川 j=l

(8) 

(9) 

1 ::;; ~ ::;; m 

( 10) 

(1 1 ) 

1 )对于初值 y=y(的， Jacobi 矩阵 A( y(O)) 的逆 ro 存在，并且 I ro 
I = I A-1 I 运 Bo (12) 

2) y(O) 满足 I roφ(00)) I 运 η。(13 ) 

3) 在(16)式定义的区域内，φ( Y) 二次连续可微，且满足

安|互旦|运 K = 1 ,2 ,3 ,…"m (叫
j~1 la月δYk I 

的常数 η。，矶和 K满足不等式 ho ==η。BoK::;;O.5 (15) 

1 - Jl - 2h。
那么，方程组在 y(O) 的如下邻域内有解 r ， I Y _ y(0) I 运- 10 …。η。

(16) 

结束

图 2 t昆合算法流程图
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并且，随着迭代的进行 ， y(k) 以二次速度收敛于 Y' , 1 yk) _ Y' 1 ::::; _!一(2ho ) 2k-1η。(17)
飞 2卜l

式(15) 作为半导体器件方程的收敛性判据，使用时并不十分方便，主要是由于 B。很难估计。下面对定

理判据做一些修正。

引人参数 α，使得 K::::;I A(YO)) 1. α (18 ) 

代入式(15 )得 1 A ( Y< O)) I .1 A ( y(O) ) -1 1 . '110α 运 0.5 (19) 

考虑到矩阵A 的条件数满足 I A 1 .1 A -1 1 ;3: 1 (20) 
取 1 A ( Y< O) ) / ./ A ( Y< O) ) -1 / = 1 (21 ) 

那么式(19) 变为 η0::::; 0.5/α (22) 

式(22) 就是半导体器件方程收敛性的实用判据。

2.2 混合算法二次收敏的条件

为了计算简便，对于一维情况，采用均匀网格，节点为

\ Xo ,Xo + h , Xo + 2h ,……Xo + Mhl (23) 

1) Poisson 方程的收敛条件

经计算可得

Max[h2 (nk + PR ) ] 
α= 空 k = 1 ,2. ……M (24) 

Max[ 4 + h2 (nk + P R) ] 

式中 nk 、PR 为节点 k 的电子和空穴浓度。在实际器件中 ， h2( nk + PR ) 很大，因此 α 非常接近于 1 。则

η0::::; 0.5 (25) 
2) 方程(1 )-(3)作为整体的收敛条件

Max[4对 (nk+PR)]
三个方程作为一个整体 α= _.?, k = 1 ,2 ,……M (26) 

Max[ 4 + 2h2 (n k + P R) ] 

在实际器件中 α 接近于 2 ，因此

3) 方程(2) 、 (3)作为整体的收敛条件

ηo ~三 0.25 (27 ) 

(2) 、 (3) 方程作为整体
M缸[h2 (nk + PR )] 

α= 吨= 1 k = 1.2. ……M 
M缸[h2 (nk + PR ) ] 

(30) 

因此 η0::::; 0.5 

从以上分析可见，7'昆合算法对初值的要求，较之搞合法已大大降低。
。 6

(31) 

0 .5 

0.2 

A.-去辑合草;去
B-混合算j去
c-穗合宣i去

3 计算验证
口 4

误

以简单功率二极管的一维数值模拟为例，差 口 3
对混合算法进行验证。

图 3 所示是在较低注入条件下，三种算法

采用同一迭代初值收敛速度的比较。

从图中容易看出，在低注入条件下，去搞合

算法效率较高. t昆合算法的效率介于糯合算法

和去祸合算法之间。 图 4 所示是在较高注

人条件下，三种算法采用同一迭代初值收敛速

度的比较。

从图中容易看出，在高注人条件下，搞合算
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图

法效率较高，混合算法的效率介于稠合算法和去搞合算法之间。

必须指出的是，图 4 是专门选取的一组三种算法都收敛的情况。其实，计算中我们发现，注人水平较高

时，在许多情况下，去藕合算法都得不到满意的结果。当迭代初值较粗糙时，藕合算法难以收敛，但海合算法

却能得到满意的结果。
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理论分析和计算实例说明本文所提出

的j昆合算法对于求解高注人条件下的载流 辈
子方程是有效的，尤其在迭代初值的选取

上，优于搞合法。

在实际器件的分析中为了提高效率，可

以考虑在计算的初期用混合法，而后期用搞

合法。
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图 4 高注入条件下三种算法计算误差与时间的关系
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A Hybrid Algorithm for Solving Carrier Transport 

Equations in Smiconductor Device 

HAN Feng-yan 

( Air Foce Material Command , Beijing 100843; China) 

Abstract. A hybrid algorithm for solving camer transport equatlOns of semlConductor device IS presented in this pa­

per. We can prove theoretically and practically that the hybrid algorithm IS supenor to couples and de-coupled algo­

rithms in high implantatIon conditions. 
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