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方程 fl.u + k2 
U = 0 的 Dirichlet 问题的多重替换
MRM 边界变分方程

冀礼鹏， 李炳杰
(空军工程大学电讯工程学院，陕西西安 71∞77)

摘 要:得到边值问题 Au +tu=0;inOUO'cr ,u lr=u口的定解问题多重替换(MRM) 边界变分

方程及全平面解的表达式。证明该变分方程解的存在唯一性。从中可以看出，MRM 边界变分方程

中只包含弱奇异积分核，问题解的表达式后并不加任何多项式，因而也不需要引入Lagrange 乘于求

解该项，这给边界元数值求解过程带来极大的方便。
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利用边界元法求解 Helmholtz 方程 Dirichlet 边值问题的常规方法是引进带有复函数的特殊函数的基本

解，这给边界元数值算法带来极大不便。文献[ 1 ]给出了该方程的多重替换(MRM) 边界积分方程，较好地

解决了这一问题。但该方程只适合求解内问题，本文利用高阶基本解系列得到内、外统一的 MRM 全平面解

的表达式及相应的 MRM 边界变分方程，该方程不但消除了复函数项，而且内、外统一，给数值算法带来极大

的方便。

1 预备知识

考虑、边值问题
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其中。为有界区域 ，n 为 0 的外域 ， r 为其边界 ， k2为常数 ， u。为已知函数。

引进高阶基本解系列 u·=- 上」二τ(lnr-÷i)J=0 ， 12 ，2 'IT 4J (j 1) Z 旬
(2) 

UO' 是Laplace 方程的基本解，且满足 lluJ0+ 
I = u/ (j = 0 , 1 ,2 ,…) ，反复利用高阶基本解系列进行多重替换，可

得到问题(1)内问题的边界积分方程
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这里 c =JL ，α 为边界上点左右切线之间的内夹角，对光滑点 α= 节，π 为 0 边界上点的单位法向量。
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当 n→+∞时，只要 r ， k 有界，余项(
_ 

1) 
n 

( k2 
) 

n + I 护川趋于零，因此，对充分大的值可推出问题(1)内问

题的 MRM 边界积分方程
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…主(- e)if/旷去 -u莘)dr (4) 
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MRM 边界变分方程

若 uoε HI/2 (r) ，则问题(1)在 H1 ({J) 和网(.a' )中有唯一解 [240

对 Dirichlet 边值问题(1)可得到一个同(R2 ) 中的解

U E W = 1 u E W~ (R2
) I Llu + k2u = 0 

显然 W 中不包含任何多项式，应用 Green 公式可得到变分方程

in{JU .a' CR2 

引理 1

2 

『仇Ll au éJLι 112 
这里 σ(x)=I~~1 =一一-一丁，σ(x) E H-ω (r) 

l ♂tJ an an' 

若 σ(x) E H- I12 (r) ， 则变分方程(5)在同(R2 ) 中有唯一解[240

变分方程(5)定义了由 H-川 (r) 到同(R2 ) 的同构映射[2 -3] 。

(5) Vv E W~(R2) Lvuω+叫2uudO=Lwdr

引理 2

引理 3

问题(1)的基本解为旷士可) (kr) ，其中可) (kr) 为 ßessel 函数。这样 Dirichlet 边值问题(1)的

解可表示为内、外统一的边界积分方程形式

(6) Y E R2 内) = frσ(归币，川r~

并且满足第一类 Fredholm 边界积分方程

(7) yεF z 
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如果令旷 =F( 旷) + iG( U') ，利用文献[3]容易验证 |σ(x)G(u' (X ,y) )dr~ = 0 
Jr 

设算子 P(D) = L A"D" = L A"i-I ，，' θα 是椭圆的，如果对某个广义函数 U Eψ(R勺，有:
1αl 岳阳 lal Ei.i: m 

P(D)u =0 ，则一定是 1 个多项式，此处1Ji'(R2 ) 为速降函数空间， 1Ji' (R2
) = lu EC~ Ixka"u(X)→0 ，当 Ixl

→∞对任意重指标 α ， k 。

由引理4 及文献[5] 不难证得，如果 U E C~ ({J) n C~ ({J') n 1Ji' ( R勺，1Ji' (R2 ) 为速降函数空间，且满足

Llu + k2
u = 0 in{JU (J' C R2 ，则问题(1)内、外统一的解可表示为

内) =主( - k2
) i fr 0- ( X ) 吨• (x ， y)dr~ 

第一类 Fredholm 边界积分方程可化为 MRM 边界积分方程

uo(y) = 主( - k2)i fro-(圳. (x ， y)dr~ 

积分方程(9)是 H-ν2(r) 到 H 川 (r) 的同构映射，它可表示为变分方程

b( σ ， σ')=<uo ，σ > r V σ， E H- 1/2 (r) 

(8) 

(9) 

VyεR2 

Vy E r 

引理 4[4]

(10) 

b( o-,o-') = ko frf/-k2)i忡忡， (y) 屿'仙，y)d几矶

定理:变分方程( 10) 在 H- I12 ( r) 中有唯一解。且满足

b(σ ， σ) ~α11σ11 ~-I/2(n VσεHν2 (r) ; (α> 0) 为常数 (12) 

证明:这里只需证明双线性形式 b 的 H- I12 (r) 强制性即可。 b 的连续性以及式(10)右端线性泛函的连

续性是显然的。设 U 是对应于 σ 的由式(8)所确定的解 ， u 是对应于 σ' 的由 (8)式所确定的解，两者均满足

积分方程(10) 。
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阳，σ') = <川'〉r=-LV巾'ω+叫zuu'ω

b( 0" ， σ) = <川 >r=-L2 \l川ud.Q + 叫户d.Q

这说明 b 是对称的，同时:

|阳，σ) 1 = 1- L2 \l u • \l uω+tLpω| 注 1 u 1 ~b< R2) + k2 
I u I ~(R2) 

~ C] 11 u 11 ~b( R2) + k
2
c3 11 u 11 ~b<的注 c 11 u 11 弘的注 c 11σ11 ~-叫n

最后一个不等式是根据式(8)所定义的由 σ→u 的线性泛画的连续性决定的，即:

l- I \l u • \l vd.Q + k2 I UV也11
( 11σ11 ~-叫n)山= su旦 JR2 JR2:::;β11 u 11 町的 (β 为常数)

<) , UE吨位2) 11 v 11 Wb(晌

根据Lax - Milgram 定理，变分方程(10)在 H-ω (r) 上有唯一解且满足方程式(12) 。证毕。

2∞3 年

综合上述，得到求解问题(1)的途径是，由变分方程(10)确定出 σ( X) E H -1/2 ( r) ， 再代人解的积分表

达式(8) ，得到全平面上任意点的数值解 uEW~(R2) 。
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The MuItiple Reciprocity Method (MRM) Boundary Variation Equation 
for Dirichlet Boundary Value Problem of Equation du + k2 u =0 

n Li - peng , U Bing - jie 

(The Telecommunication E 吨ineenng Institute , Air Force En吨g伊1I扫neenng Un町巾i忖versl剖呻1

Abstracl . The multiple reclproclty method (MRM) boundary variation e甲latlOn ， planar solutionexpresslOn and well 

- posedness of Boundary Value Problem of Equauon ßu + k2u = 0; in!} U!}' C R2 , u I r = Uo are derived. This 

proves 由e eXlstence 皿d um甲leness of 出e (MRM) boundary variation e甲laUon. It is manifested 由at the multiple 

reclproClty method (MRM) boundary variation equatlOn only contams the weak singular integral kernel and there IS 

no any polynomial to be added to 由e expresslOn of solution. Therefore , it is 山mecessa巧 to mtroduce 由e Lagrange 

multipliers in finding the solution , which provides a great convemence for the boundary element numerical solution 

process. 

Key words: higher - order fundamental solution; MRM method; boundary variation equatlOn 


