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求解最优控制问题的微分变换方法

李炳杰，　张国华，　吕　园
（空军工程大学理学院， 陕西　西安　７１００５１）

摘要　针对无约束最优控制问题，建立求其近似解析解的微分变换法。 对哈密顿正则方程组中
状态方程、协态方程和控制方程构造基于初值的微分变换形式或基于终端的微分变换形式，将
最优性条件化为相应的代数方程，得到最优控制问题的近似解析解。 在特定条件下，对结构复
杂的非线性最优控制问题，依据插值逼近原理，结合微分变换法，可构建离散型代数方程组得到
其近似解析解。 利用微分变换法将微分方程初边值问题和泛函优化问题构成的复杂系统化为
易于求解的代数方程形式，简单可行，易于实现。 最后，通过算例验证方法的有效性。
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微分变换法已广泛应用于求解常微分方程和偏微分方程初边值问题［１ －４］ 。 微分变换法能有效的得到微
分方程的近似解，甚至是解析解。 一般而言，微分变换法针对初值问题或初边值问题比较有效，特别对求解
高阶线性微分方程最有效。 对一般的最优控制问题，在一定条件下，通过庞特里亚金最大值原理可得到最优
控制问题的最优性条件［５ －６］ ，利用最优性条件可得到局部最优解或全局最优解。 尽管微分变换法已广泛应
用于求解微分方程问题或微分方程组

［７ －８］ ，但利用微分变换法求解最优控制问题的方法，还未见公开发表的
文献，本文试图将微分变换法应用于求解最优控制问题。 我们发现，利用微分变换法求解最优控制问题时由
于最优性方程组包含初值条件和末值条件，在终端状态自由时给微分变换法的实施带来困难，但可利用状态
方程和伴随方程的不同微分变换形式克服这一困难。 然而，如果最优控制问题是复杂的非线性形式，直接利
用常规微分变换法无法得到近似解析解。 目前对于非线性情形的微分变换法都是针对特殊情形构造特殊方
法

［１， ９］ ，例如，文献［１］针对具有奇异初边值条件的 Ｌａｎｅ －Ｅｍｄｅｎ 方程提出了微分变换法，文献［９］针对
Ｋｌｅｉｎ－Ｇｏｒｄｏｎ方程提出了基于差分法的微分变换法，受上述文献以及最优逼近理论和多项式插值逼近思想
的启发，我们提出微分变换法的离散代数方程格式，在特定条件下，这种离散格式对求解非线性最优控制的
近似解析解仍然有效。

１　微分变换法

定义１　设函数 f（x）的定义域为 D，令 x＝x０ 为D中的任意一点，函数 f（x）的 k阶导数在 x０ 处的微分变
换为：

F（k） ＝１
k！

ｄk f（x）
ｄxk x ＝x０

（１）

式中：f（x）是原函数；F（k）是变换后的函数。
定义 ２　微分变换 F（k）的逆变换定义如下：
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f（x） ＝∑
∞

k ＝０
（x －x０ ） kF（k） （２）

综合定义 １和定义 ２ 有：

f（x） ＝∑
∞

k ＝０

（x －x０ ） k

k！
ｄk f（x）
ｄxk x ＝x０

（３） f（x） ＝∑
∞

k ＝０
（x －x０ ） kF（k） （４）

对充分大的 N，可忽略截断项∑
∞

k ＝N＋１

（x －x０ ） k

k！
ｄk f（x）
ｄxk x ＝x０

。

微分变换法具有一些固有的基本性质
［３］ ，利用这些性质，可将微分方程化为代数方程，进一步得到问题

的近似解，甚至解析解。

２　无约束最优控制问题的微分变换法

考虑无约束最优控制系统，其状态方程为：
x′（ t） ＝f（ t，x（ t），u（ t）） （５）

式中 x（ t） ＝［x１ （ t），x２（ t），⋯xn（ t）］ Ｔ
是状态变量，记为 x∈ Rn；，u（ t） ＝［u１ （ t），u２（ t），⋯，ur（ t）］ Ｔ

是控制

变量，t ∈ ［ t０ ，tf］。设波尔扎（Ｂｏｌｚａ） 型性能指标为：

J（u（ t）） ＝K（x（ tf），tf） ＋∫
t f

t０
L（ t，x（ t），u（ t））ｄt （６）

求控制函数 u（ t） 使得性能指标达到极小。假设 f，L关于各分量连续可微，引入协态（或共态） 向量函数
λ（ t），定义哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ） 函数为：

H（ t，x（ t），u（ t），λ（ t）） ＝－L（ t，x（ t），u（ t）） ＋λＴ（ t）f（ t，x（ t），u（t）） （７）
原问题可归结为求解未知函数 x（ t），u（ t），λ（ t） 的哈密顿正则方程：

λ′（ t） ＝－抄H／抄x 　　　　λ（ tf） ＝－抄K（x（ tf），tf）／抄x
x′（ t） ＝f（ t，x（ t），u（ t）） x（ t０ ） ＝x０
抄H／抄u ＝０

（８）

通过求解（８）得到最优控制u倡（ t）和最优轨线x倡（ t），一般情况下求解最优性系统（８）是比较困难的或
烦琐的。下面介绍求其数值解的微分变换法。
根据微分变换法，对最优性方程组式（８） 实施微分变换，设 抄H／抄u（ t） ＝q（ t，x（t），u（ t），λ（ t）） ＝０，

λ′（ t） ＝－抄H／抄x（ t） ＝g（ t，x（ t），u（ t），λ（ t）），λ（ tf） ＝－抄K（x（ tf），tf）／抄x（t） ＝珟K（x（ tf），tf），构造状态函数
x（ t） 的基于初值的微分变换：

珘x（ t） ＝∑
N

k ＝０
（ t －t０ ） kX（k） （９）

以及协态函数λ（ t） 的基于终端的微分变换：

珘λ（ t） ＝∑
N

k ＝０
（ t －tf） kΛ（k） （１０）

式中：

X（k） ＝ １
k！

ｄ（ k） x（ t）
ｄtk t ＝t０

（１１） Λ（k） ＝ １
k！

ｄ（ k）λ（ t）
ｄtk t ＝t f

（１２）

珘u（ t） ＝∑
N

k ＝０
（ t －t０ ） kU（k） （１３）

珘x′（ t） ＝∑
N＋１

k ＝１
k（ t －t０ ） k－１X（k） （１４）

珘λ＇（ t） ＝∑
N＋１

k ＝１
k（ t －tf） k－１Λ（k） （１５）

将式（９） －（１５） 代入最优性方程组（８） 得近似最优性方程组：
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∑
N＋１

k ＝１
k（ t －t０ ） k－１X（k） ＝f ∑

N

k ＝０
（ t －t０ ） kX（k）， ∑

N

k ＝０
（ t －t０ ） kU（k），t

X（０） ＝x０

∑
N＋１

k ＝１
k（ t －tf） k－１Λ（k） ＝g ∑

N

k ＝０
（ t －t０ ） kX（k）， ∑

N

k ＝０
（ t －t０ ） kU（k）， ∑

N

k ＝０
（ t －tf） kΛ（k）， t

Λ（０） ＝珟K ∑
N

k ＝０
（ tf －t０ ） kX（k）， tf

q ∑
N

k ＝０
（ t －t０ ） kX（k）， ∑

N

k ＝０
（ t －t０） kU（k）， ∑

N

k ＝０
（ t －tf） kΛ（k）， t ＝０

（１６）

要求得最优控制问题的近似最优解，只需通过式（１６）确定出X（k）、Λ（k）、U（k）等即可。如果泛函 f， g，
q，珟K等关于x（ t）， u（ t），λ（ t）是线性的或多项式形式，可通过常规微分变换法比较（１６）式中 t的各次幂系数
确定出X（k）、Λ（k）、U（k）的代数方程组，解此代数方程组，并回代（９）、（１０）和（１３），可得到状态函数、协态
函数、控制函数的近似解表达式（N次截断式）。N 值越大，精确程度越高。如果泛函 f， g，q，珟K等关于 x（ t），
u（ t），λ（ t）是非线性的（不包括多项式形式），则常规微分变换法不可直接使用，目前对于非线性情形的微分
变换法都是针对特殊情形构造特殊方法

［１， ９－１０］ ，并无一般结论。本文试图针对一般情形的非线性问题，提出
微分变换法。
从式（１６） 可以看出，需要待定的微分变换系数 X（k）、Λ（k）、U（k） 共有 n（２N ＋２） ＋r（N ＋１）个，为获

得这些系数，将时间区域［ t０ ，tf］划分为N ＋２个子区域（一般等分即可），节点为 t０ ，t１ ，⋯，tN＋１，tf，将中间节点
t１ ，t２ ，⋯，tN＋１ 代入式（１６） 得到如下代数方程组：

　　

∑
N＋１

k ＝１
k（ tj －t０） k－１X（k） ＝f ∑

N

k ＝０
（ tj －t０ ） kX（k）， ∑

N

k ＝０
（ tj －t０ ） kU（k），tj

X（０） ＝x０

∑
N＋１

k ＝１
k（ tj －tf） k－１Λ（k） ＝g ∑

N

k ＝０
（tj －t０） kX（k）， ∑

N

k ＝０
（ tj －t０ ） kU（k）， ∑

N

k ＝０
（tj －tf） kΛ（k）， tj

Λ（０） ＝珘K ∑
N

k ＝０
（ tf －t０ ） kX（k）， tf

q ∑
N

k ＝０
（ tj －t０） kX（k）， ∑

N

k ＝０
（ tj －t０ ） kU（k）， ∑

N

k ＝０
（ tj －tf） kΛ（k）， tj ＝０

j ＝１， ２， ⋯，N ＋１

（１７）

求解式 １７） 可得到 X（k）、Λ（k）、U（k）。
定理 １　若最优控制问题中，函数 f，L， K关于各分量的一阶偏导数连续，近似最优性方程组（１６） 的解

唯一，则代数方程组（１７） 的解与近似最优性方程组（１６） 的解等价。
证明　为方便起见，不妨设最优控制问题中x（ t）， u（ t） ∈R１。橙 t∈［ t０ ，tf］，式（１６）的解X（k）、Λ（k）、

U（k） 也是式（１７） 的解是显然的。

设珚X（k）、珚Λ（k）、珚U（k）是代数方程组式（１７）的解，令珔x j ＝∑
N

k ＝０
（ tj －t０ ） k珚X（k），珔λj ＝∑

N

k ＝０
（ tj －tf） k珚Λ（k），珔uj

＝∑
N

k ＝０
（ tj －t０ ） k珚U（k），j ＝０， １， ⋯， N，分别以（ tj，珔xj），（ tj，珔λj），（ tj，珔uj） 为节点作 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数，由于不

大于 N次的多项式的 N次 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数就是其自身，因此可得相应的插值函数分别为珔x（t） ＝∑
N

k ＝０
（ t －

t０ ） k珚X（k），珔λ（ t） ＝∑
N

k ＝０
（ t －tf） k珚Λ（k），珔u（ t） ＝∑

N

k ＝０
（ t －t０ ） k珚U（k）。

由于函数 f， L， K关于各分量的一阶偏导数连续，故函数 f， g， 珟K， q等关于各分量连续，珔x j，珔λj，珔u j，j ＝０，
１， ⋯， N，满足近似最优性方程组（１６）。由式（１６） 解的唯一性以及 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数的惟一性，显然珔x（ t），
珔λ（ t），珔u（ t） 满足近似最优性方程组（１６）。
注 １：对 x（ t）， u（ t）， λ（ t） 使用基于同一点（初始点或终端） 的微分变换也可，只不过式（１６） 的形式需
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做相应的改变。该方法容易推广到约束型问题的数值求解中，并且不必引入协态函数。
注 ２：如果最优控制问题的解或近似最优性方程组（１６） 的解不惟一，对非线性情形，利用代数方程组

（１７） 得到的微分变换系数不一定满足式（１６），即其近似解不一定是原最优控制问题的近似解，这也是利用
微分变换法处理非线性最优控制问题的缺陷之一。

３　数值例子

考虑无约束最优控制问题：

x′（ t） ＝－x（ t） ＋u（ t），　x（０） ＝１；J（u（ t）） ＝１
２∫

１

０
（x２ ＋u２）ｄt

构造哈密顿函数：H（ t，x，u，λ） ＝－１／２（x２ ＋u２ ） ＋λ（ t）（ －x ＋u），运用极大值原理得到方程组如下：
λ′（ t） ＝x ＋λ， λ（１） ＝０，x′（ t） ＝－x ＋λ， x（０） ＝１，抄H／抄u ＝－u ＋λ＝０。

方程组的解析解为 u（ t） ＝λ（ t），其中：x（ t） ＝［（ ２ －１）ｅ ２ t ＋（１ ＋ ２）ｅ２２ －２ t］／［（ ２ ＋１）ｅ２２ ＋ ２ －

１］，λ（ t） ＝［ｅ ２ t －ｅ２２ －２ t］／［（ ２ ＋１）ｅ２２ ＋ ２ －１］。
运用 x（ t）， λ（ t） 的 基 于 初 始 点 微 分 变 换 法， 可 将 问 题 归 结 为 （１６） 式 的 形 式：

（k ＋１）Λ（k ＋１） ＝X（k） ＋Λ（k）
（k ＋１）X（k ＋１） ＝－X（k） ＋Λ（k）

。此处取 N＝８，把 x（０） ＝１，λ（１） ＝０代入得到微分变换系数（精度为

１０ －４）见表 １。
表 １　微分变换系数 X（k）和Λ（k）

Ｔａｂ畅１　Ｔｈｅ ＤＴＭ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ X（k）ａｎｄ Λ（k）
序号 ０ ~１ 4２ 觋３ 牋４ W５  ６ 妹７ y８ /９
X（k） １ ~－１ 沣沣畅３８５ ８ １ 觋－０ OO畅４６１ ９ ０ 鬃鬃畅３６６ ７ －０ 技技畅０４６ ２ ０ CC畅０１１ １ －０ ((畅００２ ２ ０ ��畅０００ ４ ０
Λ（k） －０ --畅３８５ ８ ０ 创创畅６１４ ２ －０ 櫃櫃畅３８５ ８ ０   畅２０４ ７ －０   畅０６４ ３ ０ 崓崓畅０２０ ５ －０ rr畅００４ ３ ０ ��畅０００ ９ ０ ��畅０００ １ ０

珓x（ t） ＝１ －１畅３８５ ８t＋t２ －０畅４６１ ９t３ ＋０畅３６６ ７t４ －０畅０４６ ２t５ ＋０畅０１１ １t６ －０畅００２ ２t７ ＋０畅０００ ４t８
珘λ（ t） ＝－０畅３８５ ８ ＋０畅６１４ ２t－０畅３８５ ８t２ ＋０畅２０４ ７t３ －０畅０６４ ３t４ ＋０畅０２０ ５t５ －

０畅００４ ３t６ ＋０畅０００ ９t７ －０畅０００ １５３t８

将状态函数和协态函数（这里也是控制函数）的解析解和近似解分别在同一坐标系中，见图 １ －２。

图 １　状态函数的近似解与解析解
Ｆｉｇ畅１　Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ２　控制函数的近似解与解析解
Ｆｉｇ畅２　Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　从图中可以看出，解析解和近似解之间的误差非常小，本例中，当 N趋向于无穷大时，其近似解趋于解
析解。 如果将问题归结为式（１７）的形式，也可得到类似结果。

４　结束语

本文研究了利用微分变换法求最优控制问题近似解析解的方法，对线性问题或线性二次（ＬＱ）问题可利
用常规微分变换法得到开环控制的近似解析解，逼近效果非常理想。 对形式不太复杂的非线性问题也可利
用常规微分变换法得到近似解析解，逼近效果理想。 对形式较复杂的非线性问题，在特定条件下，可通过微
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分变换法的离散形式得到逼近效果理想的近似解析解。 运用微分变换法可方便快捷地求解最优控制问题，
随着逼近次幂的增大，误差越来越小。 但需强调指出，对形式很复杂的非线性情形，或控制受约束的最优控
制问题（例如开关控制，特别是多开关问题），运用微分变换法效果并不理想，要么求解困难，要么误差较大。
这也是微分变换法的缺陷之一。 事实上，微分变换法对高阶线性问题最有效，如何将微分变换法更好地运用
于求解一般的非线性控制问题中，还有待进一步研究。

参考文献：

［１］ 　Ｖｅｄａｔｕ Ｓｕａｔｕ Ｈｒｔｕｒｋ畅Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｌａｎｅ－ｅｍｄｅｎ ｔｙｐｅ ［Ｊ］畅Ｍａｔｈｅｍａｔｉ-
ｃａｌ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００７，１２ （３）： １３５ －１３９．

［２］ 　Ｖｅｄａｔ Ｓｕａｔ Ｅｒｔｕｒｋ畅Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｌｉｎｅａｒ ｓｉｘｔｈ －ｏｒｄｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ［Ｊ］畅Ａｐ-
ｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００７， １ （２）： ５１ －５８．

［３］ 　Ｊａｆａｒ Ｈｕｓｎｉ Ａｈｍａｄ畅Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇｇｎｅｓｉｏ ｓｙｓｔｅｍ ［Ｊ］畅Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｓｔａｔｉｓ-
ｔｉｃｓ， ２００９， ５ （２）： ９３ －９６．

［４］ 　Ｐａｔｒｃｉｏ Ｍ Ｆ，Ｒｏｓａ Ｐ Ｍ畅Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ－ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］畅Ｗｏｒｌｄ ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ ｓｃｉｅｎｃｅ， ｅｎ-
ｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２００７，３３： ２１８ －２２２．

［５］ 　王朝珠，秦化淑．最优控制理论［Ｍ］．北京：科学出版社，２００３．
ＷＡＮＧ ｃｈａｏｚｈｕ， ＱＩＮ ｈｕａｓｈｕ．Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ ｐｒｅｓｓ，２００３．（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［６］ 　张洪钺，王青．最优控制理论与应用［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２００６．
ＺＨＡＮＧ Ｈｏｎｇｙｕｅ， ＷＡＮＧ Ｑｉｎｇ．Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｈｉｇｈ ｅｄｕｃａｔｉｏｎ ｐｒｅｓｓ，２００６．（ ｉｎ Ｃｈｉ-
ｎｅｓｅ）

［７］ 　Ｃｈｅｎ Ｃ Ｌ，Ｌｉｕ Ｙ Ｃ．Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ－ｐｏｉｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ－ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｖｓｉｎｇ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ［Ｊ］畅Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９８， ９９ （１）： ２３ －３５．

［８］ 　Ａｙｔａｃ Ａｒｉｋｏｇｌｏ，Ｌｂｒａｎｉｍ Ｏｚｋｏｌ畅Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ ［Ｊ］畅Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００６，１７４（２）：１２１６ －１２２８畅

［９］ 　Ａｔｔｉｌｉｏ Ｍａｃｃａｒｉ畅Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ｔｒａｐｐｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｋｌｅｉｎ －ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｃｈａｏｓ［ Ｊ］畅Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ
ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００３， １７： １４５ －１５４．

［１０］ 　Ｖｅｄａｔ Ｓｕａｔ Ｅｒｔｕｒｋ畅Ｓｈａｈｅｒ Ｍｏｍａｎｉ畅Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｆｉｆｔｈ ｏｒｄｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ［Ｊ］畅Ｍａｔｈｅ-
ｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００８， １３（２）： １１３ －１２１．

（编辑：田新华）

The Differential Transform Method for Solving Optimal Control Problems

ＬＩ Ｂｉｎｇ－ｊｉｅ， ＺＨＡＮＧ Ｇｕｏ－ｈｕａ，Ｌ册Ｙｕａｎ
（Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， Ａｉｒ Ｆｏｒｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ′ａｎ ７１００５１， Ｃｈｉｎａ）

Abstract：Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ｃｏｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ
ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｒｅｇｕｌａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｆｏｒｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｏｒ ｔｅｒ-
ｍｉｎａｌ ｓｔａｔｉｏｎ， ｂｙ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ｆｕｒｔｈｅｒ-
ｍｏｒｅ， ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｘ ｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ， ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅｎｅｓｓ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅ-
ｑｕａｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｉｎ ｌｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｂｙ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ
ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｉｔｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ－ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ
ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｒｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａｌｇｅｂｒａｉｃ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｈｉｃｈ ｆａｃｉｌｉｔａｔｅ ｇｅｔｔｉｎｇ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ａｌｓｏ ａｒｅ ｓｉｍｐｌｅ， ｆｅａｓｉｂｌｅ ａｎｄ ｅａｓｙ ｔｏ ｒｅａｌｉｚｅ．Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ-
ｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｂｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ．
Key words：ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ； ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ； ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ

４９ 空军工程大学学报（自然科学版） ２０１１年


