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摘要!在已有研究的基础上!提出一种新的基于
0

函数的稳健变量选择方法
%

该方法通过惩罚估计

方程中的惩罚函数达到变量选择的效果!方程中的权重矩阵和有界得分函数对自变量和因变量中

的异常值有很好的限制作用!可同时达到稳健的变量选择和稳健估计
%

通过分析
!

种不同自由度的

0

函数性质!选取自由度为
;

的
0

函数!并与基于
ZJS*+

函数的稳健变量选择方法进行比较
%

数值

模拟结果表明!基于
0

函数的稳健变量选择方法在
;

种污染力度'

!

种污染方式的数据污染情况

下!其稳健性均明显优于基于
ZJS*+

函数的稳健变量选择方法
%

与参数估计效果相比!基于
0

函数

的稳健变量选择方法优势更明显
%

关键词!稳健性"变量选择"惩罚函数"估计方程
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!!

随着数据获取技术的迅猛发展$人们获取的数

据结构越来越复杂$维数越来越高
%

统计学的主要任

务就是对观测数据的因变量和自变量建立模型$进

而对数据进行分析(预测以及一些统计推断
%

在现实

问题中$因变量往往同时受多个自变量影响$但这些

影响并不都很显著
%

人们通常希望在模型中只引进

对因变量有重要影响的自变量$所以$变量选择就成

了建模前的必要工作
%

但是$现实问题中$数据经常

被污染$往往存在异常值$这时用普通的变量选择方

法就会对模拟结果产生很大的偏差
%

针对变量选择的问题$统计学家已经作出了大

量研究
%=""#

年$统计学家
7(S,2(+3'(

&

=

'提出了一种

变量选择方法
KN11M

$基本思想是在最小二乘法的

基础上施加
S

=

惩罚
%;<<=

年$

R3'

等&

;

'提出了变量

选择的
1VNT

方法$并研究了该方法的
M+358*

性质
%

在某些
KN11M

不相合的情况下$

/̀J

&

!

'又提出

N63

L

-()*KN11M

$该方法是对
KN11M

的一种改进$

能够满足
M+358*

性质
%

为了克服
KN11M

的一些缺

点$

/̀J

等&

C

'提出了
E83,-(5:*-

变量选择方法
%

针对

高维数据$

V3'6f,

等&

D

'提出了
T3'-b(

4

1*8*5-/+

方法
%

针对数据中可能存在异常值这一情况$有许多

文献已经研究了稳健估计与稳健变量选择方法
%

文

献&

#?>

'率先提出当正态分布被污染时$估计位置

参数的渐进理论
%

文献&

H?"

'将最小一乘法用到稳

健估计中$之后文献&

=<

'进一步分析最小一乘法的

优良性质
%

文献&

==

'提出了基于
0

函数的稳健估计

方法$考察了基于
0

函数估计量的优良性
%

同时研

究稳健估计方法的还有文献&

=;?=C

'

%

文献&

=D

'提

出了基于
ZJS*+

函数的针对纵向数据的稳健变量

选择方法
%

针对稳健估计中常用的
0

函数和
ZJS*+

函数$文献&

=#

'提出了基于
V

估计的稳健向前变量

选择方法$并进一步考察了
0

函数和
ZJS*+

函数在

稳健向前变量选择中的性质
%

本文在前人研究的基础上$提出一种新的基于

0

函数的稳健变量选择方法$并与文献&

=D

'中基于

ZJS*+

函数的稳健变量选择方法进行比较
%

模拟结

果显示$

0

函数方法对数据中的异常值有更好的限

制作用$可以达到更好的变量选择效果
%

文章主要分

为
D

个部分$第
=

部分介绍了稳健的惩罚估计方程
%

第
;

部分将
0

函数和
ZJS*+

函数的性质进行比较分

析$突出
0

函数在稳健变量选择方法中的优势
%

第
!

部分介绍本文中所用的算法
%

第
C

部分是数值模拟$

通过
!

种污染方式来污染数据$比较本文方法与文

献&

=D

'中方法的模拟效果
%

第
D

部分为结论
%

!

!

稳健的惩罚估计方程

考虑如下线性模型%
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的期望值为

<

$方差为
6

;

$

%

的各分量相互独立
%

与文献&
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'类似$考虑如下稳健估计方程
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式中$

P

*

是权重矩阵
$

的第
*

个分量$权重
P

*

通

过文献&

=!

'得来$用来降低自变量中异常值的影响$

定义如下%
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式中%

.

为大于
=

的常数#

A

<

为自由度与
'

*

维数相

同的卡方分布的
<%"D

分位数#取
C

?

为
'

*

的中位

数$则
C

?

的第
B

个分量取为
'

第
B

列的中位数#

(

?

的第
B

个对角元取为
=%CH!
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G*6(3'
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B

"表示
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的第
B

列$

C

?
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B

"表示

C

?

的第
B

个分量$

I

表示
O+/'*5O*+

乘积$

:

+

表示

+

维元素全为
=

的列向量
%

式!

;

"中$函数
,

!2"是一个有界得分函数$用

来限制因变量中异常值的影响$本文将此函数定义

为自由度为
;

的
0

函数$记作
0

;

函数
%

当
,

!

?

"

X?

且
P

*

X=

时$原稳健估计方程就退化成一般的估计

方程$不再具有稳健性$即为非稳健的估计方程$此

时估计方程!

;

"会对异常值有较大的敏感性
%

通过求解式!

;

"$可以得到稳健参数估计
%

为了

同时达到变量选择的效果$采用压缩估计方法$即在

估计方程中再添加一个惩罚项
%

因此考虑惩罚稳健

估计方程
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为某些惩罚函数的导数$即
M

+

$

=

!2"

X

A

%

+

$

=

!2"$

=

X=

$

;

$1$

A

!

+

是大于
<

的调节参数$其取值不

同$惩罚的程度就不同
%

本文所考虑的惩罚函数主要是
1VNT

惩罚函

数&

!

'

%

取惩罚函数为

!CD
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分布的密度函数为

'

-

!

0

"

E

(

-

H

=

! "

;

-

%(

-

! "槡 ;

=

H

0

;

! "

-

F

-

H

=

;
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是
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0

分布密度

函数 尾 部 的 厚 度$

(

!

3

"

E

1

!

<

0

#

F

=

*

F

0

60%

令

0

-

!"

0 X?8/

4

'

-

!

0

"可以得出

0

-

!"

0

E

8/

4

(

-

H

=

! "

;

-

%(

-

! "槡
"

#

$

C

*

+

;

F

-

H

=

;

8/

4

=

H

0

;

! "

-

再令
,

-

!

0

"

X

0

%

-

!

0
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$其中
,

是标准正

态分布的密度函数$

8

是标准正态分布的分布函数
%

令
,

)

!

?

"

X

0

%

)

!
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"$得到
ZJS*+

函数
,

)

!

?

"

XG('

*

)

$

G3Q

*

?)

$

?

++$

)

是一个调节参数$平衡估计量的稳

健性和效率
%

在模拟中$

)

越大$估计的效率越高$估

计的稳健性就越差#反之$

)

越小$估计的效率越低$

但稳健性越好
%

在本文的数值模拟中$模型的误差项

服从标准正态分布$因此在模拟中$取
)X;%

自由度不同$

0

分布密度函数的尾部厚度不同$

从而
0

函数对异常值的抑制效果不同
%

图
=

是自由

度分别为
;

$

#

$

=<

的
0

分布密度函数$由图
=

可见$

自由度越小$密度函数的尾部越厚
%

文献&

=#

'已经证

明厚尾性对异常值有更好的抑制作用
%

图
;

是自由

度为
;

的
0

分布密度函数和
ZJS*+

分布密度函数的

图像比较$由图
;

显然可见$

0

分布密度函数的尾部

更厚
%

由此可以初步推断$基于自由度为
;

的
0

函数

的稳健压缩估计可以对异常值有更好的限制作用
%

下面$进一步分析
0

函数和
ZJS*+

函数的图像区

别$以及通过图像显现出来的对异常值的作用效果$

如图
!

和图
C

所示
%

图
!

!

不同自由度的
%
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图
V

!

N28>G

函数

L1

H

,V

!

N28>G<2/.417/

!!

图
!

是自由度分别为
;

$

#

$

=<

的
0

函数的图像$

由图
!

可见$

0

函数并不是单调的$而是一个回降函

数$而且随着自由度的增大$在一定自变量范围内$

函数的变化范围在变小
%

可以看出$当变量
0

的绝

对值变大时$

0

函数将会对这些绝对值较大的变量

产生作用$使其函数值接近于
<

$因此
0

函数可以很

好地抑制数值模拟中异常值的影响
%

尽管自由度不

同的
0

函数对较大异常值的抑制作用不相上下$但

图
!

表明$当变量
0

处在正常值范围内时$自由度越

大的
0

函数会对变量施加越大的抑制作用$使原本

正常的数据也受到更大的影响$从而破坏了数据原

有的真实性
%

所以$综合而言$

0

;

函数是最优的
%

本

文将选取自由度
-X;%

文献&

==

'也模拟分析了自由度分别为
=

和
C

的

0

函数在
V

估计中的稳健性$其模拟结果表明$自

由度为
=

的
0

函数比自由度为
C

的
0

函数具有更好

的稳健性
%

本文也模拟分析了自由度分别为
=

和
;

的
0

函数在变量选择中的稳健性
%

结果表明$自由

度为
=

的
0

函数和自由度为
;

的
0

函数的模拟结果

比较接近
%

在模拟设置下$自由度为
;

的
0

函数比自

由度为
=

的
0

函数在变量选择和参数估计方面稍好

一些$因此本文只报告自由度为
;

的
0

函数的结果
%

文献&

=#

'也得出了与本文相类似的结论$它们的研

究表明$在
V

估计中$取自由度较小的
0

函数对异

常值有较好的限制作用
%

通过图
!

和图
C

的比较可见$当自变量趋于正

无穷时$

ZJS*+

函数值为
Y;

$当自变量趋于负无穷

时$

ZJS*+

函数值为
?;%

而无论自变量趋于正无穷

还是负无穷$

0

;

函数值始终趋近于
<%

因此$

0

;

函数

的稳健方法能减小异常值在模型估计中的作用$更

好地削弱异常值的影响&

=C

'

%

所以$

0

;

函数在变量选

择中比
ZJS*+

函数具有更好的稳健性
%

#

!

算法

本文算法与文献&

=D

'类似$采用牛顿迭代法$具

体算法如下%

$!

对给定的一个
+

值$首先计算
$

的初始值

$

!

<

"

%

本文取最小二乘估计作为初始值
%

%!

用
$

!

B

"表示第
B

次迭代所得的估计值$

B

0

<

$则

$

!

B

H

=

"

E

$

!

B

"

F

&

5

$

!

B

"

F#

+

!

$

!

B

"

"'

F

=

"

A

!

$

!

B

"

"

这里$

5

为
A

阶导数阵
"

!

"

A

!

$

"")

"

$

%

#

+

!

$

"

E

6(3

4

!

M

+

!

%

$

")!

5H %

$

"$1$

M

+

!

%

A

")!

5H %

A

""

式中$

5

是一个非常小的正数$文中取值为
=<

?C

%

&!

对当前给定的
+

值$当
;

$

!

BY=

"

?

$

!

B

"

;'

=<

?C时$停止迭代运算$记最终迭代的结果为
$

m

+

%

)!

将
$

m

+

代入到
"K

统计量中$来衡量模型和数

据的拟合效果
%"K

!

+

"

X

Y((

Y

!

+

")

+

=?4

!

+

")

* +

+

;

$其中$

Y((

Y

!

+

"是稳健化的残差平方和$

4

!"

+

X

0. 5Y

#

+

$

m

! "

+

! "

?=

& '

5 %

1!

取
+

X3+

4

G('

+

"K

!

+

"为最终的
+

$然后再进

行步骤
3

&

6

$算出最终的
$

m

%1VNT

惩罚函数中的参

数
3

采纳文献&

!

'的建议$令
3X!!>%

+

的取值并没有特别规定$依据所用模型和数

据将提前给出一个范围&

=

'

%

文中设定
+

为 =

槡+
&

D

之

间的均匀间隔的
D<

个数
%

$

!

数值模拟

通过式 !

=

"产生真实数据$这里令
$

X

!

!

$

;!D

$

<

$

<

$

!

$

<

$

<

$

<

"

7

$

'

*

取自
A

维多元正态分

布$即
'

*

&

O

!

<

$

:

A

"$这里
A

XH%

随机误差
*

=

$

*

;

$1$

*

+

相互独立$且都服从标准正态分布
%

为了全面考察本文所提方法的稳健性$这里将

对数据进行
;

种污染力度(

!

种污染方式来产生异

常值
%

通过
;

种污染力度在数据中分别产生较大异

常值和较小异常值
%

污染方式
=

是随机选取
D

个样

本只对
'

进行污染$将原本
'

*

变为
'

*

YD

!或
'

*

Y

;%D

"#污染方式
;

是随机选取
D

个样本只对
(

污染$

将原本
1

*

变为
1

*

Y=<

!或
1

*

Y!

"#污染方式
!

是随

机选取
!

个样本对
'

污染$再随机选取
;

个样本对

DCD
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(

污染$且所选样本不重复$将选取的
'

*

变为
'

*

YD

!或
'

*

Y;%D

"$

1

*

变为
1

*

Y=<

!或
1

*

Y!

"

%

为了排除随机性对该方法的影响$本文将重复

模拟
;<<

次$采用
H

个指标来衡量各种方法的效果
%

首先用估计的偏差(方差和均方误差来衡量估计的

优劣#另一方面$用取对率(拟合不足率(拟合过度

率(取对个数和取错个数来衡量变量选择的优劣
%

其

中$取对率就是将
$

中原本为
<

的分量估计为
<

$且

将
$

中原本非
<

的分量估计为非
<

的总次数在
;<<

次模拟中的比率
%

拟合过度率为将
$

中原本的非
<

估计为非
<

$原本为
<

的也估计为非
<

的总次数在

;<<

次中的比率
%

拟合不足率即为
;<<

次模拟中$估

计结果将
$

中原本不为
<

的估计为
<

的总次数在

;<<

次中的比率
%

取对个数是
;<<

次模拟中正确估

出
<

的个数的平均值$取错个数是
;<<

次模拟中将

原本非
<

估计为
<

的个数的平均值$取对个数最好

为
D

$取错个数最差为
!%

1VNT

方法是变量选择中比较常见的惩罚方

法$由文献&

;

'可知$

1VNT

方法在稳健变量选择中

具有较好的优良性$因此本文主要模拟不同
1VNT

方法的稳健效果
%

表
=

&

!

分别表示污染
=

$

;

$

!

情况

下各种方法变量选择的模拟结果$表中字体倾斜的

数据表示污染力度较小的结果
%1VNTF:\

表示方程

!

C

"中
,

!

?

"

X?

且
R

*

X=

时的非稳健方法#

1VNTF

\

!

ZJS*+

"表示文献&

=D

'中所提的基于
ZJS*+

函数

的
1VNT

稳健方法#

1VNTF\

!

0

;

"表示本文所提的基

于
0

;

函数的
1VNT

稳健方法
%

通过与非稳健方法的

比较$凸显出本文所提方法与文献&

=D

'中方法是稳

健的
%

在数据中存在异常值时$稳健估计结果明显好

于非稳健的
%

而通过本文方法与文献&

=D

'中方法比

较$模拟结果证明本文所提的方法在变量选择上的

效果明显优于基于
ZJS*+

函数的方法
%

表
!

!

污染
!

情况下变量选择的模拟结果

D98,!

!

M1;269417/G>326437<=9G1986>3>6>.417/2/A>G

I

7662417/!

方法 拟合不足率 取对率 拟合过度率 取对个数 取错个数

1VNTF:\

<%C>D< <%<<<< <%D;D< ;%#<D< <%DC<<

7%>877 7%7777 7%[>77 6%[[̂ 7 7%>8̂ 7

1VNTF\

!

ZJS*+

"

<%CHD< <%;=<< <%!<D< !%H#D< <%DD<<

7%>877 7%6_77 7%̂̀ 77 9%8_̂ 7 7%>8̂ 7

1VNTF\

!

0

;

"

<%C>D< <%CHD< <%<C<< C%>!D< <%DC<<

7%>877 7%_8̂ 7 7%7>̂ 7 `%87̂ 7 7%>8̂ 7

表
(

!

污染
(

情况下变量选择的模拟结果

D98,(

!

M1;269417/G>326437<=9G1986>3>6>.417/2/A>G

I

7662417/(

方法 拟合不足率 取对率 拟合过度率 取对个数 取错个数

1VNTF:\

<%<<<< <%;!D< <%>#D< !%D;D< <%<<<<

7%7777 7%69̂ 7 7%_â 7 9%̂6̂ 7 7%7777

1VNTF\

!

ZJS*+

"

<%<<<< <%C;D< <%D>D< !%"<<< <%<<<<

7%7777 7%̀6̂ 7 7%̂_̂ 7 9%8777 7%7777

1VNTF\

!

0

;

"

<%<<<< <%""D< <%<<D< C%""D< <%<<<<

7%7777 7%88̂ 7 7%77̂ 7 `%88̂ 7 7%7777

!!

由表
=

&

!

可见$在不同污染力度和不同污染方式

下$非稳健方法选择的效果总体来说都没有稳健方法

好
%

非稳健方法拟合过度率比两种稳健的方法都高$也

就是说$非稳健方法总会把
$

中原本为
<

的估计为非

<%

由表中模拟结果可见$基于
0

函数的稳健方法取对

率总是最高的
%

无论是哪种污染方式$本文所提的方法

与非稳健方法和文献&

=D

'中的方法相比$取对率都远

大于其他两种方法$而且取对个数也明显大于其他两

种方法
%

虽然在拟合不足率上看不出本文所提方法的

优势$但是$这里几种方法的拟合不足率都非常接近$

而在正确率(拟合过度率和取对率方面$却明显可以看

出本文所提方法的优势
%

可见$本文方法对异常值的

抵抗力比文献&

=D

'中基于
ZJS*+

函数的稳健方法

更强$大大减少异常值在模型估计中引起的偏差
%

#CD



!

第
#

期 钟先乐$等%基于
0

函数的稳健变量选择方法
!

表
&

!

污染
&

情况下变量选择的模拟结果

D98,&

!

M1;269417/G>326437<=9G1986>3>6>.417/2/A>G

I

7662417/&

方法 拟合不足率 取对率 拟合过度率 取对个数 取错个数

1VNTF:\

<%C=<< <%<<<< <%D"<< ;%#DD< <%C>D<

7%>677 7%7777 7%[[77 9%7̀77 7%>677

1VNTF\

!

ZJS*+

"

<%!!<< <%;"<< <%!H<< C%<H<< <%!"D<

7%>>77 7%̀6̂ 7 7%̀â 7 `%>̂ 7̂ 7%>>77

1VNTF\

!

0

;

"

<%C<<< <%D"D< <%<<D< C%H!<< <%C#D<

7%>677 7%[[77 7%7777 `%8>77 7%>677

!!

表
C

是在
;

种污染力度下第
=

种污染方式对
$

中非
<

分量的估计结果$统计了各非
<

分量的偏差(

方差和均方误差
%

从该结果中可见$两种稳健方法在

估计方面也明显优于非稳健方法$本文方法此时较

文献&

=D

'并没有很明显的优势
%

在偏差的第
=

个分

量和方差的第
;

$

!

个分量甚至稍微变大$但均方误

差却稍有优势
%

相比较来说$基于
0

;

函数的均方误

差比
ZJS*+

函数的稍小
%

表
V

!

污染
!

情况下估计的模拟结果

D98,V

!

M1;269417/G>326437<>341;9417/2/A>G

I

7662417/!

方法 偏差 方差 均方误差

1VNTF:\

?=%<CD! ?=%!;C> ?=%="D> <%#H<= =%<<HD =%=;=# =%DDD! ;%>>=" ;%#H>#

F7%8̂^^ F7%[_̂ ` F7%[̂[9 7%â88 7%[[9> 7%87[> >%9̀[̂ >%̂̀ a6 >%̂a>9

1VNTF\

!

ZJS*+

"

?<%;H!D ?=%==D; ?<%"#HH <%D"<= =%<HCD =%<#>" <%C;H# ;%C="> ;%<>"<

F7%999[ F7%̂8>a F7%a>̀ a 7%̀̀ 8_ 7%[98̂ 7%_>66 7%9>9a >%7̂`a 7%[[̂ 7

1VNTF\

!

0

;

"

<%!;D; ?<%HDD= ?<%D>CH <%#C>D =%;;H; =%;<<> <%D;D= ;%;!"> =%>>;=

7%7_a6 F7%9̂`a F7%6977 7%̀697 7%[8__ 7%_798 7%>[̀ [ 7%89>̂ 7%̂̀ [̀

!!

综合表
=

&

C

$在非零参数估计上本文方法与文

献&

=D

'中方法相比具有较小的均方误差$同时本文

方法在变量选择方面的稳健性和优势较为突出$其

对异常值的抵抗力比文献&

=D

'中方法更强
%

%

!

结
!

论

本文在前人研究的基础上提出基于
0

;

函数的

稳健变量选择方法$并与文献&

=D

'中稳健方法进行

比较$通过数值模拟来验证本文方法的有效稳健性
%

文中首先详细叙述了关于该方法的模型理论$在稳

健估计方程中施加一个惩罚函数$来达到期望的稳

健变量选择效果
%

然后在第
;

部分进一步考察稳健

方程中的有界得分函数$通过比较不同自由度的
0

函数与
ZJS*+

函数的性质$初步判断方程!

C

"中的

有界得分函数的稳健性
%

第
!

部分介绍了本文所用

的算法$采用牛顿迭代法
%

最后通过第
C

部分的数值

模拟来验证前文中预计的稳健性
%

模拟结果体现了

0

;

函数在变量选择方面的明显优势$虽然参数估计

的结果并不是明显好于
ZJS*+

函数的结果$但是通

过取对率(拟合不足率(拟合过度率(取对个数和取

错个数体现的选择结果$说明
0

;

函数在变量选择上

的稳健性优于
ZJS*+

函数
%

本文主要通过模拟来考察各种方法的优劣
%

基

于
0

函数的变量选择方法的大样本性质$以及将该

方法应用到更复杂的纵向数据中$或应用到超高维

的横截面数据中$这些问题还有待进一步研究
%
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