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周期多序列的联合线性复杂度

陈智雄
1, 2

, 谭示崇
1
, 肖国镇

1

( 1. 西安电子科技大学 ISN 国家重点实验室, 陕西 西安 � 710071;

2. 莆田学院数学与应用数学系, 福建 莆田 � 351100) �

摘要: 由有限域上周期多序列 S 与某扩域上的单序列B 的对应关系, 通过适当选择该扩域, 使得S 与B 具有

相同的极小多项式, 从而直接应用扩域上的单序列来刻画周期多序列的联合线性复杂度和联合 k - 错线性

复杂度等问题, 把周期多序列的综合问题转化为扩域上单序列的综合问题.
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Abstract: Complexity measures for sequences of elements of a finite field play an important role in cryp�
tology. Recent developments in stream ciphers point towards an interest in word�based( or vectorized)

stream ciphers, which require the study of the complexity of multi�sequences. A multi�sequence can be

considered as a single sequence of elements of an extension field. We point out that a periodic mult i�se�
quence has the same minimal polynomial, linear complexity and k - error linear complexity as its corre�
sponding single sequence over an extension field which is chosen properly. The fact implies that in many

cases the study on mult i�sequences can be transferred into single�sequences.
Keywords: stream cipher; periodic multi�sequence; joint linear complexity;

1 � 引言与基本概念

在传统的流密码中, 加密是明文与密钥以比特为单位进行异或, 近年来以 字!( word)或 向量!

( vector)为单位的流密码(下称多序列, multi�sequences)也受到重视, 这类序列在编码理论、密码学和数字

信号处理等领域有重要的应用. 设 S 是一个字长为t的以 字!为单位的序列,即 S = ( s 0 , s1 , ∀) , 其中

s i = ( a1 i , a2 i , ∀, ati ) , aj i # GF( q ) , 1 ∃ j ∃ t , i = 0, 1, ∀, 称 S 为有限域GF ( q ) 上 t - 维多序

列( t- dimensional mult i�sequence) . 当 t = 1时, 即为通常所指的序列, 此时也称为单序列. 由于多序列

S 可以写成矩阵的形式:

S = ( s0 , s1 , ∀) =

a10 a11 a12 ∀

a20 a21 a22 ∀

∀ ∀ ∀ ∀

at0 at1 a t2 ∀
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其中第 i 列为 s i . 用 Aj 表示上述矩阵的第j 行, 即 Aj = ( aj0 , a j1 , aj2 , ∀ ) , j = 1, 2, ∀, t , 那么 S

可以看作由 t 个 平行! 序列构成的新序列, 并记 S = ( A 1 , A 2 , ∀, A t ) , 这也是多序列名称的由来.

对多序列的研究主要包括两方面. 一是多序列的分析, 文献[ 1] 是介绍多序列联合线性复杂度

( joint linear complexity) 的综述文章; 文献[ 2]研究了周期多序列的联合线性复杂度的期望值; 文献[ 3]

研究了一类特殊多序列的联合线性复杂度轮廓( joint linear complexity profile) , 文献[ 4]、[ 5]利用代数曲

线构造了具有几乎优的联合线性复杂度轮廓( almost perfect joint linear complexity profile) 性质的多序列.

二是多序列的综合, 即求多序列的极小多项式与联合线性复杂度. 多序列的综合问题是多序列的一个

极其重要的问题, 众所周知, 单序列的综合有 B- M 算法、连分式算法和欧几里德算法
[ 6]
等. 而在文献

[ 7]、[ 8]中研究了多序列的综合及其在编码解码中的应用, Feng 等
[ 9, 10]
提出了广义欧几里德算法和迭

代算法, 随后国内外许多学者也应用 Gr�bner 基理论来处理这个问题 [11, 12]
.

设 GF ( q ) 是特征为 p 的有限域, q 是p 的幂. t - 维多序列 S = ( s0 , s1 , s2 , ∀) = ( A 1 , A 2 , ∀,

At ) 如果满足: s i+ N = s i , i % 0, 则称正整数 N 是多序列 S 的周期, 其最小周期记为 per( S ) . 显然,

per( S ) = lcm( per( A 1 ) , per( A 2 ) , ∀, per( A t ) ) , 其中 per( A j ) 是 Aj , 1 ∃ j ∃ t 的最小周期.

周期为N 的 t - 维多序列 S = ( A 1 , A 2 , ∀, At ) 的极小多项式 F( x ) 是指序列 A 1 , A 2 , ∀, A t 的

次数最低的共同的特征多项式, 易知F ( x ) = lcm( f 1 ( x ) , f 2 ( x ) , ∀, f t ( x ) ) , 其中f j ( x )是A j , 1 ∃ j ∃

t 的极小多项式. 那么 L ( S) = deg( F ( x ) ) 称为多序列 S 的联合线性复杂度.

设序列 Aj 的周期为N , 记 A
N

j ( x ) 为 Aj , 1 ∃ j ∃ t 的第一个周期所对应的多项式. 由于

f j ( x ) =
1 - x

N

gcd( 1- x
N
, A

N
j ( x ) )

� � � ( 1 ∃ j ∃ t )

那么,

F ( x ) = lcm( f 1 ( x ) , f 2 ( x ) , ∀, f t ( x ) )

= lcm
1- x

N

gcd( 1- x
N
, A

N

1 ( x ) )
,

1- x
N

gcd( 1- x
N
, A

N

2 ( x ) )
, ∀,

1 - x
N

gcd( 1 - x
N
, A

N

t ( x ) )

=
1 - x

N

gcd( 1- x
N
, A

N
1 ( x ) , A

N
2 ( x ) , ∀, A

N
t ( x ) )

( 1)

虽然在上述文献中提出了许多多序列综合的算法, 但比单序列的综合要复杂的多. 本文旨在把多

序列转化为一个单序列, 并从单序列来求多序列的综合问题, 进一步简化多序列的综合问题. 即对于

GF ( q ) 上 t - 维多序列 S , 通过适当选择一个扩域 GF( q
t*

) (其中整数 t
* % t ) , 使得 S 与该扩域上的

一个单序列 B 对应, 证明了周期多序列 S 的极小多项式F ( x ) # GF ( q) [ x ] 与 GF( q
t*
) 上的单序列 B

的极小多项式 g ( x ) # GF ( q
t*
) [ x ] 相等, 并由此得出周期多序列的联合线性复杂度可由扩域上的一个

单序列完全确定. 在第三节, 作为单序列 k - 错线性复杂度的概念的推广, 提出了联合 k - 错线性复杂

度的概念, 并证明了多序列的联合 k - 错线性复杂度同样可由扩域上的一个单序列完全确定.

2 � 周期多序列的联合线性复杂度

由于 GF( q ) 的线性空间( GF ( q) )
t
与GF ( q

t
) 是线性同构的, 于是 GF( q ) 上 t - 维多序列可视为

GF ( q
t
) 上的一个单序列

[ 6]
, 即任取 u1 , u2 , ∀, u t # GF ( q

t
) 中的一组基, 令

bi = a1 iu1 + a2iu2 + ∀+ atiu t # GF( q
t
) � � � ( i = 0, 1, ∀)

于是 GF( q ) 上的多序列S对应于GF ( q
t
) 上的一个单序列 B = ( b0 , b1 , ∀) . 那么研究多序列 S的许多

问题可以转化为对单序列 B 的研究.

设 F ( x ) = c 0 + c 1x + ∀+ cL- 1x
L- 1

+ x
L # GF( q ) [ x ] 是多序列 S 的极小多项式, 于是对所有的 i

%0,

aj , L+ i + cL- 1 aj , L- 1+ i + ∀+ c 1 aj , 1+ i + c 0 aj , i = 0 � � � ( j = 1, 2, ∀, t )
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当且仅当对所有的 i %0,

∋
L

k= 0
cka1, k+ i u1 + ∋

L

k= 0
cka2, k+ i u2 + ∀+ ∋

L

k= 0
c kat, k+ i u t = 0, cL = 1

当且仅当对所有的 i %0,

bL+ i + cL- 1 bL- 1+ i + ∀+ c 1 b1+ i + c 0 bi = 0

从而 F ( x ) 是单序列 B 的一个特征多项式, 但未必是极小多项式, 因为序列 B 的极小多项式g ( x ) #
GF ( q

t
) [ x ] . 也即如下结论:

命题 1 � 如上述讨论, 单序列 B 的极小多项式是其所对应的多序列S 的极小多项式的因式.

例1
[ 6] � 设 u 为GF ( 2) 上多项式 x

4
+ x + 1 = 0的根, 取 GF( 2

4
) = GF( 2) ( u) 的一组基为 1, u,

u
2
, u

3
. 那么 GF( 2) 上的多序列 S 与GF ( 2

4
) 上的单序列 B = ( 1uu

2
u

3
u

4 ∀) 相对应:

S =

100010011010111∀

010011010111100∀

001001101011110∀
000100110101111∀

� � 易知 B 的极小多项式为g ( x ) = x + u # GF ( 2
4
) [ x ] , 线性复杂度为1, 而 4- 维多序列 S 的极小

多项式为 F( x ) = x
4
+ x + 1 # GF( 2) [ x ] , 联合线性复杂度为 4.

正由于这一点区别, 对多序列的研究带来许多不便, 但我们将选择一个新的扩域 GF ( q
t*
) , 使得 S

与 B 具有相同的极小多项式.

引理 1 � 设 p 是有限域GF( q ) 的特征, ( n, p ) = 1, q 在Z
*
n 中的乘法阶为 l , t 为正整数. 若( l ,

t ) = 1, 则 1- x
n

在GF( q ) 与 GF( q
t

) 中的既约分解式相同.

证明 � 设 �是 1- x
n
的一个根, �的乘法阶记为 � , 则 � 整除n, 那么在 GF( q ) 中以 �为根的

既约多项式的次数记为 m , m是 q 模 � 的阶. 由于 q
l ( 1modn, 知 q

l ( 1mod � , 则 m l , 从而( m,

t ) = 1. 设在 GF( q
t
) 中以 �为根的既约多项式的次数为m0 , 则( q

t
)

m
0 ( q

tm
0 ( 1mod � , 得 m m0 . 又

( q
t
)
m ( q

tm ( ( q
m
)
t ( 1mod � , 得 m0 m, 故 m = m0 , 即在 GF ( q) 与 GF ( q

t
) 中, 以 �为根的既约

多项式的次数相同, 它们显然是同一个多项式, 证毕.

定理 1 � 设 p 是有限域GF ( q) 的特征, N = p
v
n, ( n, p ) = 1, GF ( q) 上周期为 N 的t - 维多序列

S 对应于GF ( q
t
) 上周期为 N 的单序列B, q 在Z

*
n 中的乘法阶为 l .

) 如果( l , t ) = 1, 则 S 与B 具有相同的极小多项式,

∗ 如果( l , t ) > 1, S 适当增加若干行零序列后得到 t
*
- 维多序列 �S 且( l , t

*
) = 1, �S 对应

GF ( q
t*
) 上的单序列记为 �B , 则 S , �S 与 �B 具有相同的极小多项式.

证明 � ) B的极小多项式g( x ) =
1 - x

N

gcd( 1- x
N
, B

N
( x ) )

=
1- x

N

gcd( ( 1- x
n
)
p
v

, B
N
( x ) )

, 由于1- x
n
在

有限域 GF ( q ) 与 GF ( q
t
) 中的既约分解式相同, 注意到

B
N
( �) = 0  A

N

1 ( �) = A
N

2 ( �) = ∀ = A
N

t ( �) = 0

且 �是B
N
( x ) 的 m 重根当且仅当 �是A

N
1 ( x ) , A

N
2 ( x ) , ∀, A

N
t ( x ) 的 m 重根, 其中 �是 1- x

n
的一个

根. 故由 Eq( 1) , S 的极小多项式F ( x ) = g( x ) .

∗ 由 �S 的构造, 知 �S 与S 有相同的极小多项式, 再由 ) 即得. 证毕.

根据上述定理, 求多序列的极小多项式和线性复杂度可以转化为求相应的单序列的极小多项式与

线性复杂度.

例 2 � 条件同例 1. 因 S 的周期为N = 15, 而 2mod15的阶为 l = 4, 即( l , t ) > 1. 现 S 增加一行

零序列, 即 �S 为5- 维多序列. 设 �为x
5
+ x

2
+ 1 = 0的一个根, 取 GF( 2

5
) = GF( 2) ( �) 的一组基为

1, �, �
2
, �

3
, �

4
. 则�S所对应的单序列�B = ( 1��

2
�
3
�
18
�
19
�
20
�
27
�
5
�
6
�
11
�
12
�
23
�
8
�
29 ∀) , 易得 �B的极小多
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项式为 x
4
+ x + 1, 即与多序列 S 的极小多项式相同.

最后, 如果周期序列A 1 , A 2 , ∀, A t 的极小多项式两两互素, 则周期多序列S = ( A 1 , A 2 , ∀, A t )

的极小多项式与和序列 A 1 + A 2 + ∀+ A t的极小多项式相同.

3 � 周期多序列的联合 k - 错线性复杂度

k - 错线性复杂度是反映序列的线性复杂度的稳定性, 即改变序列的若干比特后, 线性复杂度的波

动情况. 线性复杂度变化较大的序列是不能用来作为密钥序列的, 因此 k- 错线性复杂度是序列的一个

重要的度量指标. 有关单序列的 k- 错线性复杂度得到广泛的研究
[ 6, 13- 15]

. 下面定义周期多序列的联合

k - 错线性复杂度的概念.

定义 � 设 S 与E 是GF( q ) 上周期为 N 的 t - 维多序列, E
N
表示E 的一个周期( 为 t + N 矩阵) ,

E
N
的非零列数用W ( E

N
) 表示, 那么 S 的联合k- 错线性复杂度( joint k- error linear complexity) 定义为:

Lk ( S) = min
0∃ W( E

N
) ∃ k

L ( S + E)

显然, 当 t = 1时即为通常定义的周期单序列的 k - 错线性复杂度.

引理 2 � 设 S = ( A 1 , A 2 , ∀, A t ) 与 E = ( E1 , E2 , ∀, E t ) 是 GF( q ) 上周期为N 的 t - 维多序

列. �S 是S 适当增加若干零序列后得 t
*
- 维多序列, 即 �S = ( S, 0, ∀, 0) . 对 GF ( q) 上任意的周期为

N 的( t
*
- t ) - 维多序列 W = ( W1 , W2 , ∀, Wt

*
- t ) , 令E 1 = ( E, 0, ∀, 0) , E2 = ( E, W ) 是 t

*
-

维多序列, 则 L ( �S + E1 ) ∃ L ( �S + E2 ) .

证明 � 由于多序列 �S + E1的极小多项式 F1 ( x ) 是 A 1 + E1 , A 2 + E 2 , ∀, At + E t的极小多项式

的最小公倍式, 而 �S + E2的极小多项式 F2 ( x ) 是A 1+ E1 , A 2 + E 2 , ∀, A t + E t , W1 , W2 , ∀, W t
*
- t

的极小多项式的最小公倍式, 显然 F1 ( x ) 整除 F2 ( x ) , 故 L ( �S + E1 ) ∃ L ( �S + E 2 ) .

定理 2 � 设 N = p
v
n, ( n, p ) = 1, GF ( q ) 上周期为 N 的 t - 维多序列 S 对应于GF( q

t
) 上周期为

N 的单序列B, q 在Z
*
n中的乘法阶为 l .

) 如果( l , t ) = 1, Lk ( S) = Lk ( B ) ,

∗ 如果( l , t ) > 1, 设�S = ( S , 0, ∀, 0) 使得 �S 为t
*
- 多序列且( l , t

*
) = 1, �S对应于GF ( q

t*
)

上的单序列记为 �B , 则 Lk ( S) = Lk ( �S ) = Lk ( �B ) .

证明 � ) 设 E 为GF ( q) 上周期为N 的t - 维多序列, 对应于 GF ( q
t
) 上的单序列记为 E,, 由定理

1有:

Lk ( S ) = min
0 ∃ W( E

N
) ∃ k

L ( S + E ) = min
0∃ W( E,N ) ∃ k

L ( B + E,) = Lk ( B )

� � ∗符号同引理 2. 由定义及引理 2有:

Lk ( S ) = min
0∃ W( E

N
) ∃ k

L ( S + E) = min
0 ∃ W( E

1

N
) ∃ k

L ( �S + E1 ) = min
0 ∃ W( E

2

N
) ∃ k

L( �S + E 2 ) = Lk ( �S )

再由 ) , Lk ( �S ) = L k ( �B ) . 证毕.

4 � 结语

1) 指出了任何周期多序列均与某扩域上的一个单序列一一对应关系, 证明了它们具有相同的极小

多项式、线性复杂度和 k- 错线性复杂度, 而且该性质与扩域上基的选取无关, 从而周期多序列的综合

问题归结为单序列的综合问题, B- M 算法是一个有效的通用方法. 正由于多序列与单序列的这一联

系, 为进一步研究周期多序列, 特别是在理论上讨论周期多序列的联合线性复杂度、联合线性复杂度轮

廓、联合 k - 错线性复杂度以及其他问题提供便利.

2) 类似于联合 k - 错线性复杂度, 可以定义联合 k - 错线性复杂度轮廓 ( joint k- error linear

complexity profile) , 但本文的方法似乎不能直接用来讨论联合线性复杂度轮廓的相关问题.
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