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有关应力- 应变及其不变量若干问题的合理表述

戴自航1, 2, 沈蒲生2

( 1. 福州大学环境与资源学院, 福建 福州 350002; 2. 湖南大学土木工程学院, 湖南 长沙 410082)

摘要: 提出在岩土工程应力- 应变分析中建立统一坐标系的建议. 在此基础上, 系统地介绍了平面问题和

空间问题中过某点的倾斜面上的应力确定方法并由此应用于八面体应力的确定; 对八面体应力和 平面上

的应力的几何和物理力学意义进行了比较说明; 介绍了一种推导应力或应变洛德角表达式的简明方法; 对

各种剪应力的相对大小进行了合理的比较与说明.
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Reasonable descriptions on some problems of stress- strain and their invariables
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Abstract: A suggest ion that the coordinate system of stress and strain analysis in geotechnical engineer

ing should be unified is made. Based on this, the methods to ascertain the stresses acting on the inclined

planes in plane and spat ial problems are introduced systematically. The analysis methods are applied in

ascertaining the stresses acting on the octahedron. The geometric and physical mechanics meaning be

tween stresses acting on octahedron and Pi plane is compared and explained. A concise method to deduce

the Lode s angle is presented. The magnitude of different shear stresses is compared and expounded rea

sonably.
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应力- 应变及其不变量是弹性力学[ 1]、一般塑性力学[ 2]和岩土弹塑性力学教程[ 3- 6]中的基本问题,

现有岩土弹塑性力学教程
[ 3- 6]

或相关文献
[ 7, 8]
在阐述这部分内容时, 许多方面是值得完善或改进的,

诸如: 应力- 应变分析坐标系统表达杂乱; 应力分析理论不够系统和连贯; 对某些应力不变量或应力参

量的图形表达、理论推导和几何解释不够明了; 甚至在对各剪应力大小比较时出现概念上的失误[ 3, 4] .

为此, 本文就上述问题进行分析与探讨.

1 应力- 应变分析坐标系的统一

目前, 现有文献[ 1- 8]在绘制应力应变分析坐标系时, 各坐标轴的布置和取向有些杂乱, 即使是同一

文献在论述不同问题时, 坐标系的选取也往往不一致, 给读者和初学者在观察和分析图形时带来一定

难度和不便. 对此, 笔者认为有必要对坐标系统进行统一. 分析平面问题时, 可统一采用数学上常用的

x - y 坐标系: 即水平轴为 x 轴, 向东为正; 竖轴为 y 轴, 向北为正. 分析空间问题时, 在一般应力空间

或应变空间, 可统一采用符合右手螺旋法则的 x - y - z 坐标系: 垂直纸面的坐标轴为 x 轴, 且由内向
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外为正; 水平轴为 y 轴, 向东为正, 竖轴为 z 轴, 向北为正. 在主应力或主应变空间, 一般可采用符合右手

螺旋法则的 1- 2- 3(或  1-  2-  3) 坐标系: 竖轴为 1(或  1) 轴, 向北为正; 垂直纸面的坐标轴为

2(或  2) 轴, 且由内向外为正; 水平轴为 3(或  3) 轴, 向东为正. 若如某些试验[ 8] 和工程岩土体中大

主应力作用方向为水平方向, 可取垂直纸面的坐标轴为 1(或  1) 轴, 由内向外为正; 水平轴为 2(或

 2) 轴, 向东为正, 竖轴为 3(或  3) 轴, 向北为正. 本文讨论的各图坐标系的建立均遵循上述原则.

2 倾斜面上的应力

2. 1 平面问题中过某点倾斜面的应力[ 1]

图 1 平面问题中倾斜面上的应力

Fig . 1 Stresses acting on an inclined

plane in plane problem

平面问题中, 如果已知任一点 P 处的应力分量 x、 y、!xy

= !yx , 见图1, 就可以求得经过该点、平行于 z 轴而倾斜于x 轴

和 y 轴的任一斜面AB 上的应力.

如图 1, 常用 N 代表该斜面的外法线, 用 l和m 表示其与

x 轴和y轴的方向余弦, 用 xN 和yN 代表该斜面上的合应力s(或

称全应力) 在 x 轴和 y 轴上的投影. 由平衡条件不难得到:

xN = l x + m!xy

yN = m y + l!yx
(1)

按投影原理可得作用在斜面 AB 上的正应力和剪应力分别

为:

N = lxN + myN

!N = lyN - mxN
(2)

将式( 1)代入上式, 可将式( 2)进一步表达为:

N = l
2

x + m
2

y + 2lm!xy

!N = lm ( y - x) + ( l
2
- m

2
) !xy

(3)

剪应力也可按力的合并和分解法则求得:

!N = s
2
-

2
N = ( x

2
N + y

2
N ) - ( lxN + myN )

2
(4)

注意到 l
2
+ m

2
= 1, 对上式重组, 同样可得到:

!N = lyN - mxN

2. 2 空间问题中过某点倾斜面的应力
[ 1, 2, 4]

图 2 空间问题中倾斜面上的应力

Fig. 2 Stresses acting on an inclined plane

in spatial problem

如果已知空间任一点P 的6个独立的应力分量 x、 y、 z、

!xy = !yx、!yz = !zy、!zx = !xz , 见图2, 可以求得经过该点的任

一斜面的应力. 为此, 在 P 点附近取1个平面 ABC, 平行于该

斜面, 并与经过P 点而平行于坐标轴的3个平面形成一个微小

的四面体PABC, 当平面 ABC趋近于P 点时, 平面ABC 上的应

力就成为过 P 点倾斜面上的应力.

设 l、m和n分别为斜面外法线N 与x 轴、y 轴和z 轴的方

向余弦. 根据四面体 PABC 的平衡条件不难得到:

xN = l x + m!xy + n!xz

yN = m y + n!yz + l!xy

zN = n z + l!xz + m!yz

(5)

由投影原理可得作用在斜面 ABC 上的正应力为:
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N = lxN + myN + nzN

或 N = l
2

x + m
2

y + n
2

z + 2mn!yz + 2nl!zx + 2lm!xy (6)

作用在三维空间斜面上的剪应力不易如平面问题那样按投影原理得到, 但力的合并和分解法则仍

然适用, 即有:

!N = s
2
-

2
N = x

2
N + y

2
N + z

2
N -

2
N (7)

3 八面体应力[ 2, 4]

八面体是由三向主应力空间中 8个象限的等斜面(外法线与 3个主应力轴夹角均为 54!44∀的平面)

构成. 图 3所示为过物体内某点 P 附近所作的1个八面体, 可将其视为由图 4和图5所示的正、倒 2个

棱边和底边相等的#金字塔∃叠合而成. 作用在其任一面上的正应力和剪应力称为八面体应力. 今取主

应力空间第一象限的平面 ABC (图 4阴影所示)分析, 详见图 6.

由于 ABC 是一等斜面, 则其法线的方向余弦 l = m = n = 1 3, 由式(5) 可得该面上合应力 s 的

分量分别为: xN = 1/ 3; yN = 2/ 3; zN = 3/ 3. 故合应力为:

s = x
2
N + y

2
N + z

2
N =

1

3

2
1+

2
2+

2
3 (8)
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由式( 6)可得等斜面上的正应力或称八面体正应力为:

8 = N = 1l
2
+ 2m

2
+ 3n

2
=

1
3
( 1+ 2+ 3) = m (9)

由式( 8)和式( 9) , 可得等斜面上的剪应力或称八面体剪应力为:

!8 = !N = s
2
-

2
N =

1
3

( 1- 2)
2
+ ( 2- 3)

2
+ ( 3- 1)

2
(10)

4 平面上的应力[ 4, 5]

图 7 平面上的应力

Fig. 7 Stresses acting on an plane

传统塑性力学[ 2, 3, 5, 6]把主应力空间中过

原点与空间对角线(等压线, 其与 3 个主应力

轴的夹角均为 54!44∀)相垂直的平面称为 平

面, 而在广义塑性力学[ 4] 中, 把任何与空间对

角线相垂直的平面(偏平面) 均称为 平面. 如

图7, 设已知主应力空间某点 P 的坐标为( 1,

2, 3) , 显然与 P 点的应力状态相对应, 矢量

OP 在空间对角线和 平面上的投影长度OO∀

和O∀P 分别为作用在 平面上的正应力

和! .

由投影原理和力的分解法则不难得到:

= OO∀ =
1

3
( 1+ 2+ 3) = 3 8 (11)

! = O∀P =
1

3
( 1- 2)

2
+ ( 2- 3)

2
+ ( 3- 1)

2
= 3!8 (12)

以上可见, 尽管八面体平面和 平面同为等斜面, 但八面体应力和 平面上的应力不相同. 8 代

表主应力空间作用在 P点的合应力矢量s在空间对角线上的投影, 而 代表P 点的应力状态矢量OP 在

空间对角线上的投影; !8代表合应力矢量 s在八面体平面( 平面) 上的分量, ! 代表应力状态矢量OP

在 平面上的投影.

5 洛德角的意义[ 2, 4, 5]

图 8 应力洛德角的定义

Fig. 8 Definition on Lode s angle

为完整地用 平面上的应力参量来表示一点的

应力状态, 除用 和! 分别表示主应力空间 平面

上的正应力和剪应力外, 还需引入表示应力方向的

洛德角 ∀ . 为便于理解和观测, 应力洛德角 ∀的定义

及其几何意义可按下述方法加以说明, 图8所示, 设想

将图7所示坐标系翻转过来, 使空间对角线ON铅直向

下, 则过主应力空间 P 点的 平面与3个主平面相交

构成一平面三角形, 且设 3个主应力轴在 平面上的

铅直投影分别为 ∀1、 ∀2和 ∀3. 由图8所示阴影三角形

中的几何关系可见, 主应力空间中一点与 平面上的

一点存在如下对应关系: ∀1 = 1cos#= 2/ 3 1; ∀2

= 2 co s #= 2/ 3 2 ; ∀3 = 3 c o s #= 2/ 3 3 .

在此 平面上以中主应力轴的投影为y 轴, 取 x 轴过O∀点且垂直于 y 轴. 则 O∀P 与x 轴的夹角被
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图 9 应力洛德角的表示

Fig. 9 Denotation of Lode∀s angle

定义为应力洛德角, 以 ∀来表示, 且规定自 x 轴逆时

针转为正, 顺时针转为负, 详见图 9.

目前, 关于 ∀表达式各文献
[ 2, 4, 5, 6]

均一致地给

出了较为抽象的图解说明和推导. 笔者认为, 按照下

述图解分析推导更为直观和明了.

设与图 7中 P 点在 3个主应力轴上投影点 P1、

P2、P 3相对应的平面上的投影点为 P∀1、P∀2、P∀3, 将

它们投影至 x、y 轴上, 则在 x 平面上x- y 坐标系中

P (或 P∀) 点的坐标为:

x = O∀P∀1cos30!- O∀P∀3cos30!

= ( 1- 3)
2
3
% 3

2
=

1

2
( 1- 3)

y = O∀P∀2- O∀P∀1sin30!- O∀P∀3sin30!

=
2
3 2-

2
3 1 %

1
2
-

2
3 3 %

1
2

=
1

6
(2 2- 1- 3)

故 tan∀ =
y
x

=
1

3

2 2- 1 - 3

1- 3
=

1

3
∃ (13)

式中: ∃ 为应力洛德参数.

当然, 在 x - y 坐标系中也不难由P 点的坐标推导出 平面上的剪应力, 即:

! = O∀P = x
2
+ y

2
=

1

3
( 1- 2)

2
+ ( 2- 3)

2
+ ( 3- 1)

2

类似地, 在主应变空间与应变 平面上可导出与应力洛德角形式完全相同的应变洛德角的表达

式, 即:

tan∀ =
y
x

=
1

3

2 2-  1-  3
 1-  3

=
1

3
∃ (14)

式中: ∃ 为应变洛德参数.

6 各剪应力和剪应变大小的比较

众所周知, 剪应力是决定岩土材料产生剪切屈服与破坏的主要因素. 在岩土塑性力学中表示一点

的剪应力参量有八面体剪应力 !8、广义剪应力 q、纯剪应力 !s、 平面上剪应力!、统计平均剪应力 !m

等, 其大小均可用偏应力的第二不变量 J 2来表示. 因此只要已知某点的应力状态, 则各剪应力也都是

应力不变量, 其大小关系可直接通过比较它们与 J 2的关系得到. 当然, 也可如众多文献所述通过比较

各剪应力与最大主剪应力 !max的关系而得到.

一般在规定各主应力大小顺序 1 & 2 & 3 的条件下, 最大主剪应力为:

!max = - !2 =
1- 3

2
(15)

当主应力用不变量和洛德角来表示时, 不难得到最大主剪应力与上述各剪应力的关系, 例如:

!max =
1

3
qcos∀ 或 q =

3
cos∀

!max (16)

近来, 某些文献[ 3, 4]根据式( 16) , 给出了各剪应力与最大主剪应力的如下关系: q = 1. 85!max ; ! =

1. 524!max ; !s = 1. 08!max ; !8 = 0. 87!max . 并由此得出各剪应力相对大小关系, 虽然以此比较不会影响
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到各剪应力的大小排序. 但笔者认为, 上述表达式是不成立的, 因为如果这些表达式成立, 则会使人误

解为主剪应力也可由偏应力的第二不变量 J 2来表示, 但众所周知:

J 2 =
1

6
( 1- 2)

2
+ ( 2- 3)

2
+ ( 3- 1)

2
(17)

可见, 最大主剪应力仅是构成 J 2的一部分, 一般情况下是不能由 J 2来表达的. 除非中、小主应力相等

时, 另当别论.

由于材料屈服轨迹的对称性, 当 ∀ 于 0! ~ ∋ 30!变化(或 ∃ 于 0 ~ ∋ 1变化) 时, 由式(16) 可知:

1 732!max ( q ( 2!max. 又因 q =
3
2
! 或 3!s 或

3

2
!8或

15
2
!m 代入上面的不等式, 可得:

1. 414!max ( ! ( 1. 633!max

!max ( !s ( 1. 155!max

0. 816!max ( !8 ( 0. 943!max

0. 632!max ( !m ( 0. 730!max

由此可见, 各种剪应力的大小关系为:

q > ! > !s > !max > !8 > !m (18)

类似地, 可得到八面体剪应变 %8、广义剪应变  %、纯剪应变 %s、 平面上剪应变%及最大主剪应变%max

间的大小关系为:

% > %s > %max > %8 >  % (19)

7 结语

1) 采用文中建议的坐标系统, 既符合数学分析习惯, 又与一般岩土工程试样的加载及实际工程情

况一致或近似, 且可使应力- 应变分析坐标系统的布置和取向规范化.

2) 尽管八面体平面和 平面同为等斜面, 但八面体应力是基于对作用在过主应力空间某点的特殊

倾斜面(等斜面)上的真实应力矢量的投影和分解得到的, 而 平面上的应力是对表示该点的主应力状

态矢量在空间对角线和 平面上进行投影而得到, 二者具有不同的物理力学含义.

3) 采用文中图解说明和推导给出弹塑性力学中洛德角这一重要的力学参量的几何意义, 较传统方

法更为简单明了.

4) 最大主剪应力也是一应力不变量, 但它不能用偏应力的第二不变量 J 2来表示, 因而其与弹塑性

力学中常用的八面体剪应力、广义剪应力、纯剪应力、 平面上剪应力、统计平均剪应力等不存在某些

文献中给出的倍数关系, 且这些剪应力的相对大小可直接通过比较它们与 J 2的关系而得到.
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