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1 频率校正法(比值法) 

频率校正即求出主瓣中心的横坐标。设窗函数的频谱函数为，(z)．，( )是对称于y轴的 

图 2 窗函数的额谱函数 

(图 2)。已知 ：，(z)．y-=f(z+ 1)，要由 和 

求出z，即求解谱线修正量m一一z 由于，(z)的 

函数表达式为已知，可构造一函数： 

v ( 一 ⋯  

-，为间隔为 1的两点比值，是z的函数．对(1)式解 

出其反函数 

z： (p) (2) 

将-， 代入(2)可解得 

一 s 

Az一一z可求出．这种方法可称为比值法。 

图 3 额率和幅值校正 

在实际计算中，主瓣中心粕位于信号真实频 

率处(图3)，图中 ， + 是幅值谱主瓣内二相邻 

谱线，以 

代入 z— ( ) 

则谱线修正量为 

K = 一 

如以谱线 YK--L, 作校正 ，则以-，一 

代入 ； ( )．这时 AK一一 一1 

校正频率为 一( +dK)斋 
(7)式中， 为谱线序号(O～ N 一1)

．Ⅳ为分析点数，，．为采样频率。 

z= g( )称为频率校正函数，对不同的窗函数，g(”)是不同的。 

2 幅值校正法 

设窗函数的谱频函数为，(z)，则图3中主籍函数为 

； f̂( — zo) 

这就是信号频谱与窗函数作卷积的结果，式中， 为真实幅值，对应主籍中心卸，现将 

K代入(8)式得 一 一 。) 

式中，K一 一一AK，故可解出 值 

(4) 

(5) 

(6) 

(d ) 

(6a) 

(7) 

(8) 

， 

(9) 
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3 相位校正法 

谱分析所用窗函数都不是对称于 轴，要向右平移 点．其频谱函数相对于 轴来说有 

一 相移因子 e一 {-．其相位角 

圈 4 宙函数的相位 

N 
一  

与谱线号 的关系为 

一  

将(11)式代入(10)得 

= 一 K  

这表明窗函数的相位是线性相位(图 4) 

(10) 

(11) 

(12) 

信号频谱函数与窗函数的频谱函数作复卷积时是复数相乘，也即相位角相加。由图 4可 

看出，频率误差半个谱线，相位误差将达90。，这表明由 胛 的实部与虚部所得到的相位如不 

加校正是不能用的。由(6)式得到谱线修正量后，相位修正量为 

·  却 = 一  ̂ (1 3) 

当实部为 m．虚部为 时，真实相位角为 
f，．＼ 

0 =tg 【 1+ 却 (1 4) 

后面讨论的几种窗函数，都用相同的相位校正公式 (1 3) (1 4) 

4 四种窗函数的校正方法 

●．1 矩形窗 

矩形窗的定义 为 

Ⅳ (_)一 1 *= 0，1，⋯ ⋯ 。』Y 一 1 

其频谱函数为 

圈 5矩形宙的频谱函数 

(15) 

Ⅳ∞ 

W (。)一
兰 至 一 (18) (∞)一—— e一 (8) 

．  

SJ，’ 

Ⅳ( )是一复函数，其模为 

． Ⅳ 
n 

Wo(∞) —— !一 

Sm  

( )的图形如图 5所示。当 。 

Ⅳ，当 一 (：士 l，士 2．．．⋯·)时，w。(∞)一 0． 

在离散付氏变换中，频率分瓣率(谱线间隔)为 

此 = 警 

一 0时 ，％ ( )一 

(18) 
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则 ∞=d · 一 ( 0，l，⋯⋯iN～ 1) (19) 

(19)式中K为谱线号，由(19)式及图可 看出，当主瓣中心对正某一谱线时 ，相邻谱线也对 

正 Wo的零点，这时没有频域泄漏发生。 

将(19)式代入(17)式得 

)= (20) 

在 ：士1区间为主瓣区问，这时由Ⅳ》0，有sinf l xK，故在主瓣区域可认为 
。 =  n_ 一Ⅳ· 要 (21) 

在用 De'T FFT的结果求幅值谱时，为使幅值与时域相符，要乘以系数 ，这就消去 

(21)式中的系数N，考虑到以后的讨论中 不一定代表整数．故用z代替K， 代替w o．得到 

： —
sin(

—

=x) (22) 

这就是额率校正所需要的矩形窗频谱主瓣函数。将(22)式代入(1)式得 

m = 一 · 茜 
—  )一 一  (23) 

解出， )的反函数 (”) 

一，(”) ； (24) 

这就是矩形窗的频率校正函数。用(2d)式代替(5)中的 9( )，根据式(6)、(嘶)和式(7)即可 

求出校正额率。另外 ，直接由(23)式可得 

z，( )+ (z+ 1)，0 + 1)一 0 (25) 

(25)式表明，在(22)式所代表的曲线上(图 6)任 

取二点 Pl( l，乳)，P：( ， )，当 l l一 ≈1； 1时 ，二点 

的重心为坐标原点。如二点都在主瓣内这就相当于谱 

线抽样的情形，于是可得矩形窗的重心定理：幅值谱主 

瓣内二条相邻谱线的重心为主瓣中心，对应的频率为 

信号的准确频率。 

将 (22)式代入(9)式，可得矩形窗的幅值校正公 

式 

图 6 矩形窗的重心定理 

4 ； —a
_

A
—

K
—

yK
sin aAK) (2 6) 一 ( ⋯  

由(16)式可知矩形窗相位角 一 *，当Ⅳ很大时，芝亏 等，故仍用(13)、(1{) 
式进行相位校正。 

1．2 汉宁(Hanning)窗 

汉宁窗的定义 。 为 

(≈)=d～(1一d)cos(争) *一0，l，⋯⋯，Ⅳ一1 (27) 
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其频谱函数为 

w )={ D( )+{(1一a)[。( 一 )一。( + )] 碍 (28) 

为狄里赫利核，a= 0．5为汉宁窗 ， 一 0．54为海明窗。括号内的三项 

有相位差 ，现以三项模函数之和作为 w( )的模函数 ，并参照(2o)～ (22)式的推 导方法 

可得汉宁窗的主瓣函数 

r — s

—in(~x)+ { + 等 } 
sin( )r口 1一 d 1一 口 ] 

一——； l 一 = 一 干 J 
y — si n(~z)

· 

ii~ l 一 ’ 

(29)式的函数在P+O， 一 {在P+土 l时，应用罗比 

塔法则有 — ，其图形如图7所示。主瓣宽度为d 

个谱线间隔，(一 2，+ 2)区间为主瓣 。 

令 c— r (当n= o-54时，c 一 ；当 a— 

O．5时， 一 。。)则(29)式可写成 

(29) 

图 7 投宁宙与海疆宙的频谱函数 

y=m)= ·等 ．(1—2 ) 
将(30)式代入(1)式得 

一  · 等 · 
=  · 

对汉宁窗 ，a一 0．5，c— oo，(31)式右边第二项为 1，这时有 

一  

1一 (z+ 1) 

(z+ 1)。+ c 

解出 F0)的反函数 
、  

一 2 

一 9 ” 一 丽  

这就得到汉宁窗的频率校正函数，由(4)～ (7)式即可得到校正频率。 

由(32)式可得 

(z一 1)，(z)+ + 2)f(z+ 1)一 0 

这表明汉宁窗的主瓣函数 一 ·面 (29) 

式中令 = 0．5)有如下性质；在曲线上任取二点 P-( ， 

，。)，P：( ， ：)，当二 点 z坐标差为 l时 ，将左边点左移 1 

格，右边点右移 l格 ，这时二点的重心在坐标原点(图 8)。 

图7中的 与 点的重心在原点，对应到幅值谱中则重 
心处的频率为信号真实频率，这可称为汉宁窗的重心定 图8 汉宁窗的重心定理 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(3 d) 

= 

中 
式 
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理 。 

将(29)式代入(9)式．可得汉宁窗幅值校正公式： 

=  

rt面AKy~ · F_1 --
二

A K z 

(3j) 

对汉宁窗，a= 0．5，则有： 

=  

sin K ． 1 (36) 。 (n ) Ld0 

相位校正同矩形窗。 

4．3 海明(Hamming)窗 

汉宁窗的公式令a=0．54则为海明窗，但不能直接使用汉宁窗的校正公式。观察式(31) 

可知，z的反函数 9(r)是一个三次方程，为避免多根现象，现采用迭代法 

令 )一 (37) 

则(31)式为： ： ． 0) 

解出 z有： (1～z)V= ( + 2) 0) 
一

2· (z) 

1 广 (38) 

这就是迭代公式，将 ， (z)=l代入(38)求出 ，然后再用(38)式进行迭代计算
。 

即 一 ] 
一  ⋯  ⋯ ．sf ‘。。 

式中： = { ! ，c—～了27 
实际运算表明，用单精度量迭代8次就可达到10一 精度。求出z。即可用(6)、(7)式求出校正 

频率。与前述方法不同之处在于求解 =，(”)这一步要用迭代法，其它都相同。 

将a= 0-54代入(35)式即可得到海明窗幅值校正公式。 

= 丽~AK yxsin K·丽0 54l二0 08
,

t ㈤ ) 一 ( ) 
．  

～

． 

0 Ⅵ u J 

相位校正同矩形窗。 

4．‘ 高斯窗 

高斯窗的定义为 ’ 

(≈)一e一}【- 月=一 百N
， ⋯ ⋯ ， 

N 
(J1) 

一 般在使用中取 a= 3。(为了简化推导，这里 (-)是偶对称)高斯曲线的付氏变换为 

e_}f ： e ) 
一 *  f  

对照(41)(42)可知，c 南 ，z=-；将c代入(42)，得到(41)式的频谱函数： 

)= 譬 e‘}【 (13) 
fiVP(4D 式是对无穷长高斯曲线的截断，故实际的频谱函数应是(43)式与矩形窗频谱函数 

的卷积．由于得不到卷积函数的表达式，现以(43)式作为其频谱函数，在主瓣峰值附近是一 
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个很 好的近似 。 

参照矩形窗的推导方法，消去系数Ⅳ，以 一 代入(13)，并以y代替 ，z代替 K，得 

到高斯窗的主瓣函数 t 

一 f(z)一鲁e-{【特 一等e-} ̂ 11 

令：c一 ， 一3，b一{(詈) 则(4d)式可写为： 
一 ，(z)一 ∞一 (45) 

一 ，cz 一 一 兰 一e． +1 

解出 P )的反函数： 

z n={( 一1) ㈤) 
这就是高斯窗的频率校正函数，由(4)～ (7)式即可得到校正频率。 

将(d5)式代入(9)．得到高斯窗幅值校正公式： 

A ： (47) 

由于(d3)式是主瓣函数的近似表达式。为进一步提高精度，X,f(45)式的系数可作一修 

正 ． 

，一。e一 1 

： 一s {c ，一3．128,Q：3．121 “。 
这里P．口值是对 值的修正，都小于 ．在频率与幅值校正中。用(48)式的参数可使峰顶 

附近的校正精度提高。 

实际频谱分析时使用的高斯窗是(41)式向右平移 Ⅳ／2点，故 (d3)式中应有相位因子 

。一碍-．故可用(13)、(14)式进行相位校正。 

5 计算实例 

用计算机产生式(d9)的函数．采样频率为 1024}k。作 1024点FFT后·频率间隔为 1 H2， 

单边幅值潜的准确幅值为l，这样便于观察校正误差。分析结果及校正结果见表 1·表 2和图 

9． 

表 l 多频率信号谮分析结果(均乘以恢复系数) 

形 

宙 

海 

明 

窗 

糍幸 幅值 相位 撷率 幅值 相位 

l73 

195 

198 

173 

193 

198 

0．946 

O．798 

0．802 

0．97 

0．885 

0．884 

1 37．50 汉 

185．0● 宁 

44．23 宙 

136．26 高 

182．5 斯 

47．71 宙 

173 

l03 

l08 

173 

193 

198 

0．974 

0．898 

0．898 

0．g78 

0．016 

O．918 

0 盯 明 坨 
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显然当频率间隔较远时，如本 1 

例中 173．2Hz这个频率成分，采用 苎 

哪种窗的校正精度都很高，频率和 宴 

幅值的误差在 0．5 以内，相位误 

差也较小。当两个额率越靠近，校正 

精度越差，本侧 中193．4和 197．6Hz 

一  ． 一i ——_一i ——1奇——’_j打— 2 
f／Hz 

这两个频率相隔 4条谱线，频率和 图9 矩形窗未校正谱分析结果 

幅值的校正误差明显增大，不加窗时已超过 1 ，但加窗后的误差仍在 l 以下 从理论分 

析，当两个频率的间隔过小，由于主瓣重叠，此方法根本不适用 

6 结 论 

频谱分析的频率、幅值和相位校正方法，可大大提高离散谱分析的精度，从理论和实践 

上解决了辅确求频率和幅值的问题，为辅确测量信号参数提供了一种有效手段。本文讨论了 

种窗函数的幅值校正方法，总体校正精度在相隔 十谱线时仍能达到 1 ，其缺点是不适 

用过于密集的频率分析和非离散谱的分析场合。 
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