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摘　要：给出了二部图Ｇ的［ｒ，ｓ，ｔ］－色数的界及它达到下界时的条件，讨论了星作为特殊二部图
的［ｒ，ｓ，ｔ］－色数，得到的结果为若 Ｇ是二部图，ｖ１，ｖ２∈ＶΔ，ｖ１ｖ２Ｅ（Ｇ），ｕ∈Ｖ，ｕ１∈ＮＧ（ｕ），使得
ｄＧ（ｕ１）＝１，且ｓ≥２ｔ，ｒ≤ｔ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋１；若Ｇ是二部图，且ｒ≥（Δ－１）ｓ＋２ｔ，则 χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝
ｒ＋１；若Ｇ是二部图，且（Δ－１）ｓ＋ｔ＜ｒ≤（Δ－１）ｓ＋２ｔ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤（Δ－１）ｓ＋２ｔ＋１；若Ｇ是二部图，则
ｒΔ＋１≤χｒ，ｒ，ｒ（Ｇ）≤ｒ（Δ＋１）＋１。

关键词：［ｒ，ｓ，ｔ］－着色；［ｒ，ｓ，ｔ］－色数；二部图；星
　　中图分类号：Ｏ１５７．５ 文献标志码：Ａ

　　研究所涉及的图Ｇ均为简单有限连通图，Δ（Ｇ）＝
Δ表示图Ｇ（Ｖ，Ｅ）的最大度，ＶΔ表示由最大度顶点的
集合，χ″（Ｇ）和χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）分别表示点色数，边色数，全色
数和［ｒ，ｓ，ｔ］－色数，ｄＧ（ｕ）和 ＮＧ（ｕ）分别表示 Ｇ（Ｖ，
Ｅ）的顶点ｕ的度数和ｕ的邻接集，未定义的符号和术
语可参考文献［１］。

图的着色理论在现实生活中有广泛的应用，如排

课表问题、存储问题、电路安排问题、交通问题、频道分

配问题等等。内容丰富，有点着色、边着色、全着色、分

数着色、列表着色等等。最近，Ａ．Ｋｅｍｎｉｔｚ和 Ｍ．
Ｍａｒａｎｇｉｏ又提出了［ｒ，ｓ，ｔ］－着色，它推广了经典的点
着色、边着色和全着色，应用也非常广泛，比如一些比

赛的赛前训练安排，要求既有足够的时间训练，又能得

到充分的休息，而且还要保证所需要的时间最短等。

目前对［ｒ，ｓ，ｔ］－着色的研究文献不多，主要的是文献
［２３］。文献［２］提出了［ｒ，ｓ，ｔ］－着色和［ｒ，ｓ，ｔ］－色
数，并给出有关的一些性质、定理，讨论的完全图的［ｒ，
ｓ，ｔ］－色数；文献［３］中讨论了满足 θ（ｒ，ｓ，ｔ，ｋ）＝｛Ｇ：
χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｋ｝图的一些性质，但未对一些图给出具体
的［ｒ，ｓ，ｔ］－色数，笔者就二部图给出它［ｒ，ｓ，ｔ］－
色数。

１　预备知识

下面给出［ｒ，ｓ，ｔ］－着色和［ｒ，ｓ，ｔ］－色数的定义：
定义 １［２］　 给定非负整数 ｒ，ｓ和 ｔ，且 ｍａｘ

ｒ，ｓ，{ }ｔ≥１，图Ｇ（Ｖ，Ｅ）的一个ｋ－［ｒ，ｓ，ｔ］－着色是指
从Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）到 ０，１，…，ｋ{ }－１，ｋ∈Ｎ的一个映射
ｃ，如果ｃ满足下列条件：
１）对Ｖ中相邻的点 ｖｉ，ｖｊ，有 ｃ（ｖｉ）－ｃ（ｖｊ）≥ｒ；

２）对Ｅ中相邻的边 ｅｉ，ｅｊ，有 ｃ（ｅｉ）－ｃ（ｅｊ）≥ｓ；３）对
Ｖ∪Ｅ中相关联的点ｖｉ和边ｅｊ，有 ｃ（ｖｉ）－ｃ（ｅｊ）≥ｔ，

则称ｃ为Ｇ的一个［ｒ，ｓ，ｔ］－着色。
定义２［２］　使得图Ｇ存在ｋ－［ｒ，ｓ，ｔ］－着色的最

小的值ｋ，称为图Ｇ的［ｒ，ｓ，ｔ］－色数，记作χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）。
显然，［ｒ，ｓ，ｔ］－着色是对点着色、边着色和全着色

的推广，因为［１，０，０］－着色是正常的点着色，［０，１，０］
－着色是正常的边着色，［１，１，１］－着色是正常的全着
色，即χ１，０，０（Ｇ）＝χ（Ｇ），χ０，１，０（Ｇ）＝χ′（Ｇ），χ１，１，１（Ｇ）＝
χ″（Ｇ）。下面几个引理是文献［２］得到的部分结论。

引理１［２］　若 ｒ′≤ｒ，ｓ′≤ｓ，ｔ′≤ｔ，则 χｒ′，ｓ′，ｔ′（Ｇ）≤
χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）。

引理 ２［２］　如果 ａ是正整数，则 χａｒ，ａｓ，ａｔ（Ｇ）＝
ａ（χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）－１）＋１。



由此引理知，在对图 Ｇ进行［ｒ，ｓ，ｔ］－着色时，只需考
虑ｒ，ｓ，ｔ的公因子为１的情况。

推论１［２］　χｒ，ｒ，ｒ（Ｇ）＝ｒ（χ″（Ｇ）－１）＋１。
引理３［２］　ｍａｘ｛ｒ（χ（Ｇ）－１）＋１，ｓ（χ′（Ｇ）－１）＋

１，ｔ＋１｝≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｒ（χ（Ｇ）－１）＋ｓ（χ′（Ｇ）－１）＋ｔ＋１
引理４［２］　若Ｇ是Δ（Ｇ）≥２的第一类图，则

χ０，ｓ，ｔ（Ｇ）＝
（Δ－１）ｓ＋１，ｓ≥２ｔ；
（Δ－２）ｓ＋２ｔ＋１，ｔ≤ｓ＜２ｔ；
（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１，ｓ＜ｔ

{
。

２　主要结果及证明

Ｂｅｈｚａｄ和Ｖｉｚｉｎｇ在文献［４５］中独立提出了全着
色猜想：对任意图Ｇ有χ″（Ｇ）≤Δ＋２。全着色猜想对
一些特殊图已经证明是正确的，如完全图、二部图、完

全多部图等，具体可参见文献［６］。
推论２　若Ｇ是二部图，则ｍａｘ｛ｒ＋１，ｓ（Δ－１）＋

１，ｔ＋１｝≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｒ＋ｓ（Δ－１）＋ｔ＋１。
证明：若Ｇ是二部图，则 χ（Ｇ）＝２，χ′（Ｇ）＝Δ，代

入引理３即可。
推论３　若Ｇ是二部图，则它满足全着色猜想，即

χ″（Ｇ）≤Δ＋２。
证明：因为Ｇ是二部图，所以χ（Ｇ）＝２，χ′（Ｇ）＝Δ，

又 χ″（Ｇ）＝χ１，１，１（Ｇ），所以由引理 ３知 χ″（Ｇ）≤
（χ（Ｇ）－１）＋（χ′（Ｇ）－１）＋１＋１＝（２－１）＋（Δ－１）＋
１＋１＝Δ＋２。

定理１　１）若 Ｇ是二部图，ｖ１，ｖ２∈ＶΔ，ｖ１ｖ２
Ｅ（Ｇ），ｕ∈Ｖ，ｕ１∈ＮＧ（ｕ），使得 ｄＧ（ｕ１）＝１；且 ｓ≥
２ｔ，ｒ≤ｔ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋１。

２）若Ｇ是二部图，且ｒ≥（Δ－１）ｓ＋２ｔ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝ｒ＋１。
３）若Ｇ是二部图，且（Δ－１）ｓ＋ｔ＜ｒ≤（Δ－１）ｓ＋

２ｔ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤（Δ－１）ｓ＋２ｔ＋１。
４）若Ｇ是二部图，则ｒΔ＋１≤χｒ，ｒ，ｒ（Ｇ）≤ｒ（Δ＋１）＋１。
证明：１）先考虑一个含有最大度顶点的Ｋ１，Δ，设与

Ｋ１，Δ中心同部的点的集合记作Ｘ，另一部记作Ｙ，设ｕ１为
Ｋ１，Δ的一度顶点，因为ｓ≥２ｔ，ｒ＜ｔ，所以可将Ｋ１，Δ的中心
着ｔ色，ｕ１着ｔ＋ｒ色，与ｕ１相关联的边着０色，其余的
边依次着ｓ，２ｓ，…，（Δ－１）ｓ色，其余的点着０色。因为
Ｇ的最大度顶点不相邻，且所有的最大度顶点都存在一
度的相邻点，于是，如果最大度顶点ｕ∈Ｘ（或ｕ∈Ｙ），则
在Ｙ（Ｘ）中选取一个与ｕ关联的一度顶点着ｔ＋ｒ色，与
该一度点相关联的边着０色，与ｕ相邻的其余顶点着０
色，它们的边可以按 ｃ（ｅｉ）－ｃ（ｅｊ）≥ｓ的规则进行着
色，此时可用（Δ－１）ｓ＋１种颜色进行着色，所以
χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤（Δ－１）ｓ＋１。而由推论 ２知，χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≥
（Δ－１）ｓ＋１。所以χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋１。
２）因为ｒ≥（Δ－１）ｓ＋２ｔ，于是可将图Ｇ的Ｘ部顶

点着０色，Ｙ部顶点着ｒ色，它的一个最大度顶点所关

联的边可依次着ｔ，ｔ＋ｓ，…，ｔ＋（Δ－１）ｓ，其它的边可
按 ｃ（ｅｉ）－ｃ（ｅｊ）≥ｓ的规则进行着色，此时只用了
ｒ＋１种颜色，所以χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｒ＋１。而由推论２知，χｒ，ｓ，ｔ
（Ｇ）≥ｒ＋１。所以χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝ｒ＋１。
３）因为（Δ－１）ｓ＋ｔ＜ｒ≤（Δ－１）ｓ＋２ｔ，所以 Ｘ

部顶点和图Ｇ的边可按２）的方法进行着色，Ｙ部的顶
点可着（Δ－１）ｓ＋２ｔ色，此时可用（Δ－１）ｓ＋２ｔ＋１种
颜色进行着色，所以χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤（Δ－１）ｓ＋２ｔ＋１。
４）因为Ｇ是二部图，由推论３知，Δ＋１≤χ″（Ｇ）≤

Δ＋２。又χｒ，ｒ，ｒ（Ｇ）＝ｒ（χ″（Ｇ）－１）＋１。所以 ｒΔ＋１≤
χｒ，ｒ，ｒ（Ｇ）≤ｒ（Δ＋１）＋１。

定理２　若Ｇ＝Ｋ２，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝
ｒ＋１，ｒ≥２ｔ；
２ｔ＋１，ｔ≤ｒ＜２ｔ；
ｒ＋ｔ＋１，ｒ＜ｔ

{
。

证明：由推论２知，ｒ＋１≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｒ＋ｔ＋１。因
为Ｇ＝Ｋ２，设 ｅ＝ｕｖ，ｃ是它的一个［ｒ，ｓ，ｔ］－着色，设
ｃ（ｕ）≤ｃ（ｖ）。当ｒ≥２ｔ时，ｃ（ｕ）＝０，ｃ（ｖ）＝ｒ，ｃ（ｅ）＝ｔ。
所以χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝ｒ＋１。当 ｒ＜２ｔ时，若 ｃ（ｅ）≤ｃ（ｕ）或
ｃ（ｅ）≥ｃ（ｖ）时，至少需要 ｒ＋ｔ＋１种颜色；当 ｃ（ｕ）≤
ｃ（ｅ）≤ｃ（ｖ）时，至少需要 ２ｔ＋１种颜色，所以，当 ｔ≤
ｒ＜２ｔ时，χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≥２ｔ＋１。当 ｒ＜ｔ时，χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≥ｒ＋
ｔ＋１。又ｔ≤ｒ＜２ｔ，ｃ（ｕ）＝０，ｃ（ｖ）＝２ｔ，ｃ（ｅ）＝ｔ。即χｒ，ｓ，ｔ
（Ｇ）≤２ｔ＋１。当ｒ＜ｔ时，ｃ（ｕ）＝０，ｃ（ｖ）＝ｒ，ｃ（ｅ）＝ｒ＋
ｔ。即χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｒ＋ｔ＋１。

所以 χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝
ｒ＋１，ｒ≥２ｔ；
２ｔ＋１，ｔ≤ｒ＜２ｔ；
ｒ＋ｔ＋１，ｒ＜ｔ

{
。

设Ｇ是星，即Ｇ＝Ｋ１，Δ（Ｇ），记Ｇ的中心为ｖ０，其它的
顶点从左到右依次记作ｖ１，ｖ２，…ｖΔ，ｅｉ＝ｖ０ｖｉ，ｉ＝１，２，…，
Δ。下面来讨论Δ（Ｇ）≥２时星的［ｒ，ｓ，ｔ］－色数。

定理３　若Ｇ＝Ｋ１，Δ（Ｇ），且Δ（Ｇ）≥２，则
１）若ｉｓ≤ｒ≤（ｉ＋１）ｓ－２ｔ，（ｉ＝０，１，…，Δ－２），ｒ＞

ｔ，ｓ≥２ｔ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋１。
２）若ｔ≤ｓ＜２ｔ且ｒ≤（Δ－２）ｓ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－

２）ｓ＋２ｔ＋１。

３）若ｉｓ＜ｒ≤（ｉ＋１）ｓ且 ｔ
Δ－（ｉ＋１）≤

ｓ＜ｔ，ｉ＝０，１，

…，Δ－３，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１。
４）若（Δ－２）ｓ＜ｒ≤（Δ－１）ｓ，ｓ＜ｔ，则（Δ－１）ｓ＋

ｔ＋１≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤（Δ－２）ｓ＋２ｔ＋１。
５）若（Δ－２）ｓ＜ｒ≤（Δ－１）ｓ，ｔ≤ｓ＜２ｔ，则χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤

（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１。
６）若（Δ－２）ｓ＜ｒ＜（Δ－１）ｓ，ｒ＞ｔ，ｓ≥２ｔ，则

χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｒ＋２ｔ＋１。
证明：１）设 ｃ是 Ｇ的一个［ｒ，ｓ，ｔ］－着色，不妨设

ｃ（ｅ１）≤ｃ（ｅ２）≤…≤ｃ（ｅΔ），则ｃ（ｅｊ）＝（ｊ－１）ｓ，ｊ＝１，２，
…，Δ。由ｓ≥２ｔ，即ｓ－ｔ≥ｔ，则ｃ（ｖ０）＝ｔ，又因ｒ＞ｔ，且ｉｓ≤
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ｒ≤（ｉ＋１）ｓ－２ｔ，（ｉ＝０，１，…，Δ－２），ｔ＋ｒ≤（ｉ＋１）ｓ－ｔ＜
（Δ－１）ｓ，ｉ＝０，１，…，Δ－２。则ｃ（ｖｊ）＝ｔ＋ｒ，ｊ＝１，２，…，
ｉ＋１。而［（ｉ＋１）ｓ－ｔ］－ｔ≥ｒ，则ｃ（ｖｊ）＝（ｉ＋１）ｓ－ｔ，

ｊ＝ｉ＋２，ｉ＋３，…，Δ，ｉ＝０，１，…，Δ－２，所以
χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤（Δ－１）ｓ＋１。又由推论 ２知，χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≥
（Δ－１）ｓ＋１，所以χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋１。
２）由ｔ≤ｓ＜２ｔ，当ｃ（ｖ０）＜ｃ（ｅ１）或ｃ（ｖ０）＞ｃ（ｅΔ）时，

至少需要ｓ（Δ－１）＋ｔ＋１种颜色；当 ｃ（ｅｉ）≤ｃ（ｖ０）≤
ｃ（ｅｉ＋１），ｉ＝１，２，…，Δ－１时，至少需要 ｓ（ｉ－１）＋２ｔ＋
ｓ（Δ－（ｉ＋１））＋１＝ｓ（Δ－２）＋２ｔ＋１种颜色。ｒ≤
ｓ（Δ－２），则ｓ（Δ－２）＋２ｔ－ｔ－ｔ≥ｒ，且ｓ（Δ－３）＋２ｔ＋
ｔ－ｔ≥ｒ，可按如下方法进行着色：ｃ（ｅ１）＝０；ｃ（ｅｉ）＝２ｔ＋
（ｉ－２）ｓ，２≤ｉ≤Δ；ｃ（ｖ０）＝ｔ；ｃ（ｖｉ）＝ｓ（Δ－３）＋３ｔ，１≤
ｉ≤Δ－１；ｃ（ｖΔ）＝ｓ（Δ－２）＋ｔ。所以，χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｓ（Δ－
２）＋２ｔ＋１。由引理１和引理４可得 χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≥χ０，ｓ，ｔ，
（Ｇ）＝ｓ（Δ－２）＋２ｔ＋１，χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝ｓ（Δ－２）＋２ｔ＋１。

３）因ｉｓ＜ｒ≤（ｉ＋１）ｓ，且 ｔ
Δ－（ｉ＋１）≤

ｓ＜ｔ，ｉ＝０，１，

…，Δ－３。所以２ｔ＋ｉｓ≤ｔ＋（Δ－１）ｓ，ｉ＝０，１，…，Δ－３。
则可进行如下的［ｒ，ｓ，ｔ］－着色：ｃ（ｖ０）＝０，ｃ（ｅｊ）＝ｔ＋
（ｊ－１）ｓ，ｊ＝１，２，…，Δ；ｃ（ｖｊ）＝２ｔ＋ｉｓ，ｊ＝１，２，…，ｉ＋１；
ｃ（ｖｊ）＝（ｉ＋１）ｓ，ｊ＝ｉ＋２，…，Δ，ｉ＝０，１，…，Δ－３。所以
χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１。又由引理１和引理４得

χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≥χ０，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１，
所以　　χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）＝（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１。
４）因Ｇ＝Ｋ１，Δ（Ｇ），且 ｓ＜ｔ，所以当 ｃ（ｖ０）＜ｃ（ｅ１）或

ｃ（ｖ０）＞ｃ（ｅΔ）时，至少需要ｓ（Δ－１）＋ｔ＋１种颜色；当
ｃ（ｅｉ）≤ｃ（ｖ０）≤ｃ（ｅｉ＋１），ｉ＝１，２，…，Δ－１。时，至少需
要ｓ（ｉ－１）＋２ｔ＋ｓ（Δ－（ｉ＋１））＋１＝ｓ（Δ－２）＋２ｔ＋１

种颜色，且（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１＜（Δ－２）ｓ＋２ｔ＋１。又
（Δ－２）ｓ＜ｒ≤（Δ－１）ｓ，ｓ＜ｔ，于是，ｃ（ｖ０）＝０，ｃ（ｅｊ）＝
（ｊ－１）ｓ＋ｔ，ｃ（ｖｊ）＝（Δ－２）ｓ＋２ｔ，ｊ＝１，２，…，Δ－１。
ｃ（ｖΔ）＝（Δ－１）ｓ。所以（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤
（Δ－２）ｓ＋２ｔ＋１。
５）因ｔ≤ｓ＜２ｔ，且（Δ－２）ｓ＜ｒ≤（Δ－１）ｓ，所以

（Δ－２）ｓ＋２ｔ＋１≤（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１，（Δ－２）ｓ＋２ｔ＞
（Δ－１）ｓ≥ｒ。于是可进行如下着色：ｃ（ｖ０）＝０；
ｃ（ｅｊ）＝（ｊ－１）ｓ＋ｔ，ｊ＝１，２，…，Δ；ｃ（ｖｊ）＝（ｊ－２）ｓ＋２ｔ，
ｊ＝１，２，…，Δ；ｃ（ｖΔ）＝（Δ－１）ｓ。所以 χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤
（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１。
６）因（Δ－２）ｓ＜ｒ＜（Δ－１）ｓ，ｒ＞ｔ，ｓ≥２ｔ，所以可

进行如下着色：ｃ（ｅｊ）＝（ｊ－１）ｓ，ｊ＝１，２，…，Δ－１；
ｃ（ｖｊ）＝ｒ＋ｔ，ｊ＝１，２，…，Δ；ｃ（ｅΔ）＝ｒ＋２ｔ。所以 χｒ，ｓ，ｔ
（Ｇ）≤ｒ＋２ｔ＋１。
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