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摘 要 研冤了用于非线性函数逼近的小波神经网络的结构设计方法；证明了在存在 

噪声干扰及网络设计误差的情况下．网络训练过程具有指数收敛性和鲁棒平稳性。 
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ABSTRACT In this paper，a method of constructing the wavelet neural networks for nonlin 

ear functional approximation is discussed．The exponential convergence of the training process and 

its robust stability to the nolsc perturbances and the network design error~are also proved． 
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0 引 言 

由于前馈 型人工神经 网络 (包 括 BP网络、 

RPFN网络等)具有极强的非线性逼近功能 ，所 以 

它在非线性系统辨识 、控制、信号处理等领域有着 

重要的应用“。，同时也因其在网络结构设计、学习 

速度、局部最优、收敛性证明及抗噪能力等方面遇 

到的困难而受到众多的批评 ．Y·I-1·Pao曾提 
囤 J FBPN网络基本结构 

出了一种性能较优的函数基网络(简记 FBPN) ，其神经元激活函数(activation function)，即 

基函数可分别选择相当广泛的函数类．如 sigmoid函数 、Gauss函数、样条函数等。如图 l所示 

的单隐层结构 ，它十分有利于进行学 习算法设计和分析，而且能证明：当隐层神经元数充分 

大时．FBPN网络能以任意精度一致逼近于絮集 c 中的 Lebesgue可测函数 ． 
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但是 FBPN网络仍然解决的只是函数最优逼近的存在性间题。在实际中．如何根据学习 

样本数据确定隐层神经元数 N?如何确定基函数 【·" 这些仍政乏充分的依据 

小 波 函 数 具 有 良好 的 时 (空 )频 域 的 定 位 特性 。选 取 适 当的 母 小 渡 (mother 

wavelet) ( )，并通过离散小波变换而获得一系列体现 了原函数(信号J谱局部特性的小波 

基{9 ．( ))．本文中研究了如何在一定精度要求下 ，从 { ．(z))中选取 Ⅳ个小波函数作为网 

络的基函数，从而得到拓扑结掏同FBPN相似的小波神经网络；并且证明了该小波网络搔梯 

度法修正权值，学习训练过程具有指数收敛性和抗噪声干扰的鲁棒性 。 

i 小波神经网络的构造 

设待辨识的函数 ，： [ 彤 一 ，，∈ ( )，A为有界紧子集 。为了讨论方便，不妨设 m 

= — l(即 SISO系统 )． 

1．1 Hilbert空间的标架{ )及函数展开 

定义 1 Hilbert空间H中的同量序列 (k) ．称为标架(Frame)如果存在常数 A> 0，B 

< D。．使得 

AIl川 ≤∑ I‘，，̂．)l z≤Bll， l (1 7 

式中，∈H，A，B称为标架的界。由此得到的H空间上的算子 ：H一 圩 

： (，， ．)k (2) 

称为标架算子。 

不难看出， 为 H中的有界线性可逆算子 。V，∈ 圩，，可展开为 ’： 

，一∑<，， k>̂． (3) 

式中 ’为 的邀算子 特别地，当 A— B— l时，{kj为 H中的标准正交基，此时 

，=∑ ‘，．h．)k (d) 

1．2 离散仿射小波变换及 L (R)中标架的构造 

由于一般的标架并不要求 {h．)正交，所 使我们可以在付里叶展开 Hear基展开之外 ， 

寻 找更广泛、更方便的展开方法。小波基展开(wavelet expansion)可 很好地解决 L (R)中 

函数表示问题 

在 Hilbert空间 (R)中选取 g( )作为母波 ． ( )应满足相容性条件： 

f <+。。 (5) J 1 I 

式中 G( ，为 g0)的付里叶变换。对 ( )作仿射离散小渡变换．得函数列{g 。( )} 

g⋯ (z)一 o；9(Ⅱ0 · 一 it) (6) 

这样，适当选择伸缩尺度do> 0和平移民度 b。> 0，{ ．(z)?便构成 L (R)的仿射标槊(affine 

http://www.cqvip.com


90 重庆大学学报 (自然科 学版 ) 

frame) ．，的小波基展开为 

丁(z)= 2 c．．。(，)·“．。(z) (7) 

式中c一．。(，)= (，， >为待定的展开系数。 

1．3 母波函数 ( )的确定 

满 足相容条件(5)的函数很多，如 Gausian函数 ，墨西哥帽 (Mexican hat)函数等。由于 

~gmoM函数模拟较方便 ，故可采用如下的由三个 sigmold函数组合而成的母波函数 

(z)= s(z+ 2)一 2s( )+ s(z～ 2) (8) 

s(z)一 l／(1+exp(～ 抽))，(̂> 0)．可以验证，g(z)符合相容性条件 ，而且选择 口。=2 。= 

l时，{“．。(z))便是一个 L (冠)中的仿射标架 ． 

对 ( )作付氏变换可得 

G( )=J窖。)’e_J。 z一一』 _4 as in ~ze (9) 
若取坡度参数 A一 2，经过推导、计算，可得到下列各量： 

l ( )l 在时(空)域的中心(能量分布中心)： 

。 ]r — J Ig( )l 0 
lG(埘)l 在 埘> 0上的分布中心 ： 

1 r 

一； J l。( )l 一0·。d 
I (z)I 关于中心 o一 0的紧支撑为 ： 

supp e {(一 l』Ⅲ I <eII II ) 
： [～2．15,2．15] (￡= 0．1) 

G( )l 在 > 0上关于中心 ‰ 的紧支撑为： 

．
supp(G,e)={(～。n， )I』 t ：

。 

1G(z)l 2dz< el} 

： Eo．29，1．59] (e= 0．1) 

从而得到时(空)一频域上的两个矩形域 

n．。 [ ， ]× [一口 ，一 on]U [一 ， ]× [oo，o ] (10) 

根据付 里叶变 换性 质，可得刊小波 基函 数 (z)的时 一频率 集中 区域 (Time frequency 

concentration)： 

． ：  [ + 们 )柙 ( 柚o)]× {一Ⅱo o ，I 。 ] 

U [酊 口1]) (I1) 
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1．4 小波网络基函数的选择 

设被辨识函数 (信号)，( )的时(空)一频域的支撑为：Q，(，)= [‰ ， 。 ]× f[‰ ‰． ] 

U[一tO⋯，一‰一 ])，即 表示它在误差范围e之内覆盖了原函数(信号)的时一频域中最集 

中的部分 。在实际应用中， (，)是通过对样本数据作频率带宽(bandwidth)估计而得到的。 

从标架 {即0))中选取有限个函数，作为小波网络基函数 ，得 

，(z)一 ·(，)’g一一( ) (12) 
_，·∈ 

其中，下标集 的选取原则：使选中的 g．。(2)所对应的 。_．．覆盖或部分覆盖 (，)，即 

疗。= ((研．n)I 。n (，)≠ ，m，n∈ z) (13) 

Daubeehies 已证明：存在 毋以及 ．(，)使(12)式以任意精度逼近于，( )．到此，我们便完成 

了小波网络结构的设计 ，其中 ( )便是 隐层神经元激活函数。 

设 日中共有 Ⅳ个元素，对 ．。(2)((m，#)∈鼠)重新编号，记为 (z)， (z)，⋯， (z)，这 

相当于取小波函数作为基的FBPN网络 。上述讨论，主要针对SISO系统，实际上，小波分析过 

程也适合于 MIMO系统” ．一般地 我们得到如下结构的小波网络： 

一 ，。( )一 姒， (2) 
— L 

一  (z)一 WO(z) (14) 

式中，z∈ A c R‘， ∈R 

哂( )一 ( ( )，⋯ ， r(2)) 

∞ J J ⋯  

” 2 L W ：2 ⋯ m 2 

柚 _l “ 2 ⋯ tO· 

2 小波网络学习算法的收敛性和鲁棒性 

设真实函数(信号)为 

= ，( ) (z∈ A C R‘， ∈ R ) (J5) 

∈ L2(R )，在噪声扰动下 ，实际得到的样本为： 

= ，(屯)+ ( — l，2，⋯ ⋯ ) (16) 

由此得样本集 J一 ， )I — l，2，⋯)，按上节的构造方法，可得到小波基网络 

一 ，(z)一 哂(z) 

及输出 

一 ，( )一 哂(z．) (J 7) 

这样便出现下述偏差：1)系统噪声偏差 i一 一 ．；2)样本拟合偏差 = 一 ．；3)真实 

拟合偏差； 一i ～；．．学习样本系列．分批地输入网络进行学习，设每批取P个样本，记第 批 

第 个样本为(z ． )(P=l，2．⋯，P， =l，2，⋯)相应的偏差便是 ” e 和 ，现在的问 
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题是：网络 (17)在最小均方差型目标函数 

E (k)一告∑ ” 

一 击∑ ”一w( )· ( cI1)l『 (18) 

下学习训练，权矩阵w( )是否收敛?真实拟合偏差 是否能收敛于零或零点较小的邻域? 

在下面的讨论中，取向量范数为lI z =(∑z}J ，矩阵A的特征值降序排列为 [4] 

≥ z,EA]≥ ⋯ ≥ ]̂，取和 li 相容的矩阵范数为 A 1= ( [ ]̂)“ ，不难证明，它和 

Frobenius范数 ll 4 =(∑以) 等价。 

设 supll引『一 sup lj< (19) 

( 由对噪声作估计而得到)，又根据小波逼近原理 知．存在最优权矩阵 W ．使得 

； 一 W。 ( ) (20) 

且 

supl【 一； ll< (21) 

( 为网络设计偏差 ，其估计见 ：)．对网络采用梯度法进行迭代训练．不难得到如下的权矩 

阵修正的 d一规则 

W(k+1)一 ( )+等∑e · (z I]) 

一  ( )一 W( )‘ ( )·矿( )+詈 矿( ) (22) 
记矩 阵 

一  ∑ (z · ( 

( )= ，一 “ 

8( )=告∑ ( ( 一； ⋯ 

( )=W ( ) 。 

由(20)、(22)式可得 

(k+ 1)= ( )· (k)+ B( ) 

定义 1 对于 R 中向量序列{ ( ) +若存在正整数 s≥ 1及 P> 0，使得 

∑ ( ，)·扩( 一，)> 

(23) 

(24) 

对于所有的 一 0，1，2，⋯ 均成立+则称序列{ ( )}具有持续激励性(persistently exciting，简 

称 PE性)，其中最小正整数 — o称为激励度(degreefor excitation)． 

引理 l 取输入样本序列 ∈ A，得网络臆层输 出回归向量 ( egr 。n vector)q~(x,)∈ 
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R ，若 为有界紧集，{ ( ))满足 PE性条件．激励度 为 岛，每批学习样本数 P≥ ．则 

1)存在 B> 0．使 I ( )I}≤ B ( = 1，2，⋯) 

2)中“ 的最大特征值 。 [ ]一 ≤ 

3)中“ 的最小特征值 ． [中“ ]一 > > 0 

证明 1)由 A的紧性及小波函数基 ( )的连续性直接推出(略)。 

2)记 (．]一中(z )· (z )，由于 中(．]非负定．且 rank(q~”)= 1，所以，只有唯 

一 正惯性指数 [叫”]> 0，而 中 ]一 -=h[ ]=0． 

由此得 

[中 ”]一打[中；”]一 I中(z ”)1 

根据特征值不等式(wey1)得： 

[ = 妻
J 

叫 

[ ]≤击 ] 

= 击∑ II ( ≤ 

3)因为 P≥ 岛，所 以 

lnc· 一 ． [ ]：。 f击∑ (z； ． ( ] L 
，一 f J  

0 

≥击 ． [∑ (z )· ( )] 
．  a 

一 D̈
1 

． [∑ (z +，)· (m一，)] 

根据 PE性条件(2d)式得 

心 >吉 ． [p，]一 P>0 证毕 
定理 1 在引理 1条件之下，再取学习率 一 ／ ，其中0< ‰ ≤ ≤ ‰。x< 2·则按 

规则(22)式训练小波网络．能保证 ： 

1)网络权矩阵1．t ( )满足 

ll w( )一W I< (o)一1．t～I+}三 ·警· (25) 
2)真实拟合偏差 一 

其中，。< <1，且r=max{1 l一 
n= B· l W(0) —— ⋯ ‘e【 

+ 

+ 

粕 

． ～ 

一 

一 

一 

一 

一 

以 
=呈 所 一 

卜  

1 一 

= ， 

b = 

为 

因 

明 
证 
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由引理 l得 ： 

( )]≤l一 ‘̂ ]<l一等· <l 

[̂ )]≥l一 ‘̂  ]≥ l一 ·勰  

>／1一等 ；l—r『m。 >一l 
所 以 

m)jl≤⋯ 一等· 1．}l一 l < 
另一方面，利用 P≥ ,-go≥ N≥ l及 PE条件，可以验证 r> 0． 

I ( )I=( [ ( )·A( )]) 一 』 [̂( )]』≤ 
鲁  

P 

II B( )II—II告∑ ( )( ”一 c ) Ii 

≤ 1．__1∑ II 一 II·II ( II 

<昙 古∑ ≤ 一 
解差分方程(23)得 ： 

( )一m(k．0)W (o)-I-∑ ( ，』-I-1)·日(j) 

其中状态转移矩阵 

T( ，j)= A(』)· (̂J— 1)⋯ A( — 1) 

I ( ，J)II≤ 仃 II ( )II≤ 

所 以 

( ) ≤1】 (I．0)II·II (0)II-I-∑ II ( ，』T 1)II·I B(』)II 

< II_(0川+ ⋯ 。警 ‘ 

一r‘II (0)ii+ 三 ·警· 
2)由于 ”= ”一 ： ( 一 ”)-I-( ”一 c )-I-( ㈨一 )： ( 一 c ) 

一  一 (w ( )一 W ) ( )． 

由(19)、(21)式得 

ll {I≤ II 一 “ 十 I ”I-I-II ( )l·I (z )II 

< + +( · if(0) +}三{· B· ) 
一 (口ll (o)11一 · +f l+i 。 } + 
=Ⅱ· -I-bⅥ + 证 毕 

从以上的证明过程可以看出，{中( ))的 PE性条件对于网络学习过程的收敛性是至关 
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重要的。因为，只有选取 { ，使得向量序列 { ))作为输入信号是“充分 丰富”(suff~ient 

rich)的，才能将系统的各模态都激励起来 达到系统辨识的目的。 

3 小 结 

文中根据小波变换理论和方法，讨论了确定 FBPN网络基函数和隐层神经元数的一般 

方法，从而构成具有 良好逼近性能和自适应性的小渡网络。定理 l从理论上证明了适当选取 

学习样本 ，便可使小波网络及其学习算法具有以下特性 ： 

1)在理想状态下，即噪声为零( 一 O)，且 (z)属于 网络表示的函数空间( 一 O)，由 

(25)知 

{I ( )一w ll< (O)一 Ⅳ l1’ 0 

即：对于任何初始权利阵 (O)，均有 ( )依范数指数收敛于 W ，其实偏差 {I {I以指数 

率收敛于零。 

2)当系统存在噪声且网络结构设计存在偏差时， ≠ 0̂ ≠ O(这更符合应用实际)，则 

I ( ) 和 Il 仍然能以指数率分别收敛于最优权值 W 和原点的一个较小范固，即 

。 
Jl W( )一w 4≤i-二1 ·警· 

⋯
lira ”I ≤ b。＆+ 

这说明在存在噪声干扰和网络设计误差的情况下．网络训练过程保持平稳，学习算法具有鲁 

棒性 。 
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