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摘要:用数字梯度敏感法(DGS)测量聚甲基丙烯酸甲酯(PMMA)板的应力梯度(偏转角)。首

先,利用数字图像相关方法(DIC)测量了PMMA板在三点弯曲作用下应力集中区域的全场位移,
再根据光弹效 应 建 立PMMA 板 的 应 力 梯 度 与 光 线 穿 过 透 明 件 后 的 偏 转 角 之 间 的 关 系,得 到

PMMA板的转角场。将直接测得的转角场与解析值进行对比,发现存在误差。这是由于试验中不

可避免地存在面内刚体平移及离面位移,导致试验中得到的转角场产生误差。通过补偿区域法消

除上述影响因素,并讨论了面内刚体平移和离面位移对试验的影响。最后,与解析值对比,结果表

明,通过补偿区域法降低了测量误差,得到高精度的转角场。x 和y 方向转角场的平均相对误差分

别为4.90%和5.89%。
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MeasuringangulardeflectionsofPMMAbyhigh-precisiondigital
gradientsensingmethod
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Abstract:Stressgradient(angledeflection)ofpolymethylmethacrylate(PMMA)plateismeasuredby
digitalgradientsensingmethod(DGS).DGSfirstusesthedigitalimagecorrelationmethod (DIC)to
measurethefullfielddisplacementsintheregionofstressconcentrationofPMMAplateunderthethree-

pointbending.Then,angulardeflectionoflightrayscanbelinkedtostressgradientsofPMMAplate

accordingtothephoto-elasticeffect,andtheangulardeflectionsofPMMA platecan befurther

obtained.Theangledeflectionsthataremeasureddirectlyarecomparedwiththeanalysisdata,anderrors

arefound.Becausethein-planemotionoftherigidbodyandtheout-of-planemotionexistunavoidablyin
thetest,sotheerroroftheangledeflectionsappears.Afterremovingtheaboveinfluencingfactorsby
compensationregionalmethod,wediscusstheinfluenceofthein-planemotionoftherigidbodyandthe

out-of-planemotiononthetest.Finallycomparedwiththeanalyticvalue,theresultsshowthatthe

compensationregionalmethodreducesthemeasurementerror,andthehigh-precisionangulardeflections



areobtained.Theaveragerelativeerrorofangulardeflectionsinthexandydirectionsare4.90%and
5.89%,respectively.
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随着工业技术的发展,越来越多的工业领域需要透明材料(PMMA),特别是在汽车、航空航天、航海、兵
器、化工、土木、交通等行业中,透明材料的应用非常普遍。例如,在汽车前挡风玻璃的应用中,透明件在遇到

高速撞击时,不仅承受一定载荷撞击的力,而且,破坏后不会形成玻璃碎片飞溅到人体造成伤害。在很多行

业中,透明材料的实际应用还直接关系到人身安全问题,比如,高层建筑外墙透明玻璃、旅游景区中玻璃栈

道,还有坦克驾驶员的视野窗等。特别是在实际工程应用的构件受到集中载荷作用而产生应力集中现象,危
害更大,给构件造成一定的损伤,缩减材料寿命,甚至对安全生产、生活构成了一定的威胁。因此,在应力集

中区域,研究其变形、应力和应变对于这些材料的可靠性研究、产品设计以及其寿命估算都有着极其重要的

意义。转角场能反映应力集中区域应力场的强弱,能直观判断应力集中具体位置。为了更好地开发和利用

透明材料的性能优势,近年来,许多学者对此进行了大量的研究,得到了很多研究成果。
数字梯度敏感法(DGS,digitalgradientsensingmethod)[1]是一种基于物体表面散斑图像灰度分析,获

得物体运动和变形信息的新型光测方法。DGS最早是由Periasamy和Tippur[2]在2012年提出来。DGS首

先用数字图像相关方法(DIC,digitalimagecorrelationmethod)测量透明件的全场位移,再利用光弹原理建

立透明材料的应力梯度与透明件光线偏转角之间的关系得到透明材料的转角场。近年来,非接触DIC经历

了显著的技术改进[3-5]和大量的工程应用[6-9]。俞立平等[10]提出了一种基于智能手机成像和参考试样补偿法

的高精度二维DIC,利用参考试样补偿法来消除面内刚体平移和离面位移等不利影响因素引起的位移测量

误差,并利用面内刚体平移、离面平移和离面转动的试验验证了该参考试样补偿法的有效性。潘兵[11]等详

细分析了相机自热、离面位移和镜头畸变对二维DIC位移和应变测量结果的影响。通过试验研究了3种典

型的成像镜头(标准成像镜头、物方远心成像镜头和双远心成像镜头)对以上不利因素的抗干扰能力。试验

显示使用高质量的双远心镜头不仅对被测物体的离面位移和相机自热不敏感,而且镜头畸变也小到可以忽

略不计。由于DGS是以DIC为基础的一种光学测量方法,所以,在运用DIC测量中不可避免地产生的面内

刚体平移和离面位移所引起的影响,导致DGS测量的转角场产生误差。张蕊[12-13]基于二维DIC测量光线的

角度偏移,发现由于面内刚体平移和离面位移引起了测量误差。面内刚体平移与离面位移是不可避免的影

响因素,用通用的方法来消除聚甲基丙烯酸甲酯(PMMA)板在加载点应力集中附近和裂纹尖端的应力梯度

误差,计算了裂纹尖端的应力强度因子。通过试验法和有限元法的比较表明,这种消除误差的方法是有效

的,但是没有给出量化结果。
文中对PMMA板进行三点弯曲试验,利用DGS原理得到在PMMA板在集中载荷作用下应力集中附

近的转角场。将直接测量得到的转角场与解析值比较,发现试验结果存在一定的误差。这是由于试验过

程中不可避免地存在面内刚体平移和离面位移等不利影响因素,导致转角场试验测量值产生误差。为了

消除试验测量过程中引起的误差,运用补偿区域法[10]对上述不利影响因素进行消除,并且给出了量化结

果。然后,将经过补偿区域法后的转角场与解析值进行对比。结果表明,面内刚体平移和离面位移的影

响因素造成的试验误差不可忽略,补偿区域法成功地消除了由试验过程中面内刚体平移和离面位移引起

的误差。

1 试验测量的基本原理

1.1 试验装置

DGS的试验示意如图1所示,它由1个散斑靶平面、1个待测透明试件以及1个摄像机组成。靶平面表

面的制作是在白色光滑平面板上喷一层黑色油漆随机斑点。待测透明试件放在散斑靶平面的前面,设计两

者平行相距为Δ。在待测试件前方与其相距L(≫Δ)的地方放置一长焦距摄像机,摄像机镜头平面、散斑靶

平面和待测透明件三者必须两两相互平行。为使摄像机得到清晰的照片,在散斑靶平面前通过冷光源给予

充足均匀的光线。试验中放置的待测透明件受力状态如图2所示。
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图1 数字梯度敏感法试验

Fig.1 Testofdigitalgradientsensingmethod

图2 样本三点弯曲试验模型

Fig.2 modelofSamplethreepointbendingexperimental

1.2 高精度转角场测量的基本原理

文中用DGS测量PMMA板在三点弯曲试验下应力集中附近的转角场。将未加载试验样本时拍摄得到

的图像作为后续处理试验数据的参考图像,经过加载后拍摄得到的图像作为变形图像。透明板的折射率为

n,厚度为B=10mm,如图1所示,在透明板的边缘施加线性集中力后,由于应力集中使得透明板的折射率

发生变化,导致光线产生微小偏转。根据文献[14-15]推导了偏转角和位移的关系,得到了光 力学控制方

程。也就是由光弹方程和平面应力条件推导出偏转角和应力梯度的关系方程。如图2所示,以加载点作为

原点,建立透明件的直角坐标系。透明件在直角坐标系内任意一点Q(x,y),发生变形后由于光线发生偏

转,Q 对应的坐标变为 (x+δx,y+δy),δx 和δy 分别表示x 和y 方向上的位移。所以,数字梯度敏感方法

在转角场控制方程为

φx =
δx

Δ=CσB
∂(σx +σy)

∂x
, (1)

φy =
δy

Δ=CσB
∂(σx +σy)

∂y
。 (2)

  根据文献[16],同样以加载点为原点,直角坐标系转化为极坐标系的关系为

ri= (xi-x0)2+(yi-y0)2, (3)

θi=arctan(
yi-y0

xi-x0
)。 (4)

  根据文献[15]的推导关系,试验样本x 和y 方向上的转角场φx 和φy 的解析值为

φx =CσB
2Fcos(2θ)
πBr2

, (5)

φy =CσB
2Fsin(2θ)
πBr2

。 (6)

式中:Cσ=-1×10-10m2/N为试验样本的光弹常数;B=10mm为样本厚度;F 为载荷;r 和θ为极坐标系

下的坐标。
通过拍摄透过加载前后透明板的目标板上的散斑图片,可以获得参考图像与变形后的图像,用Vic-2D

(Version4.2)对图像进行处理得到各个点的位移和坐标。随后由式(1)~式(2)可以计算获得全场偏转角试

验值φx 和φy。已知透明板和目标板之间的距离Δ,可以利用φx=δx/Δ和φy=δy/Δ算出全场偏转角试验
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值φx 和φy。利用式(5)~式(6)可以计算φx 和φy 的解析值。
二维DIC作为一种非接触测量全场变形的光学测量方法,在工程问题上有着普遍的应用。由于DIC假

设物体只发生面内位移,而试验的加载过程中往往存在不可避免的面内刚体平移和离面位移引起面内位移

的测量误差,进而导致转角场的计算误差。针对这一问题,图3所示运用补偿区域法[12]对试验测量得到的转

角场进行分析探究,以消除不可避免的面内刚体平移和离面位移引起面内位移的测量误差。如图3所示,选
择远离载荷的区域为补偿区域(ROC,regionofcompensation),加载点附近区域为感兴趣区域(ROI,region
ofinteresting)。

图3 试验误差补偿方法示意图

Fig.3 Sketchtheexperimenterrorcompensationmethod

理论上,远离加载点区域(也就是补偿区域)的真实偏转角为零,但是,补偿区域在实际试验的加载过程

中确实产生了微小偏转角,这些微小偏转角就是由于面内刚体平移和离面位移等不利因素引起的在补偿区

域中的测量误差。因此,可以认为通过DIC测量得到的在补偿区域内的位移都是由面内刚体平移和离面位

移引起的测量误差。补偿区域和感兴趣区域在同一平面内,2个区域内各点的转角场测量误差都可以用

式(7)~式(8)表示[12]。

φxck =a0+a1xck +a2yck +a3x2
ck +a4xckyck +a5xcky2

ck, (7)

φyck =b0+b1xck +b2yck +b3xckyck +b4y2
ck +b5y3

ck。 (8)

  这里φxck和φyck的理论值为零,实际试验过程中,由于面内刚体平移和离面位移的确产生了微小偏转角,

这就是转角测量误差。这个微小偏转角可以由φxck=δxck/Δ和φyck=δyck/Δ得到,δxck和δyck为补偿区域产生

的x 和y 方向上的位移测量值,可以直接由DIC测量得到。a0 和b0 由面内刚体平移除以L 得到。a1,a2,

a3,a4,a5,b1,b2,b3,b4,b5 是离面转动和面内转动除以Δ得到的常数,k 表示第k 个点。但是,面内刚体平

移和离面位移并不知道,因此,这些系数都是未知系数。根据补偿区域法,由ROC内所有计算点的偏转角和

坐标可知,式(7)~式(8)的待求系数a0,a1,a2,a3,a4,a5,b0,b1,b2,b3,b4,b5 都可以通过最小二乘法[17]确

定。然后,把得到的系数a0,a1,a2,a3,a4,a5,b0,b1,b2,b3,b4,b5,以及 ROI内各计算点的坐标值代入

式(7)~式(8)便可计算出ROI内各点由不利因素引起的转角场测量误差。最后,从ROI内的试验转角场测

量值φx 和φy 中减去 ROI内相应的转角场测量误差φxck 和φyck,即可获得校正后 ROI内的转角场φ'xk

和φ'yk。
这些未知系数可以由线性最小二乘法拟合,对于n 个计算点的补偿区域(n>12),式(7)~式(8)用矩阵

形式有

h=(XTX)-1XTd, (9)

这里的h 向量矩阵参数为

h=(a0 a1 a2 a3 a4 a5 b0 b1 b2 b3 b4 b5)T, (10)

X 和d 表示为
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, (11)

d=[φx1 … φxnφy1 … φyn]。 (12)

  通过直接在感兴趣区域内测量得到的转角场φxk和φyk,减去感兴趣区域内由面内刚体平移和离面位移

所引起的偏转角场φxck和φyck,得到修正后感兴趣区域转角场为

φ'xk =φxk -a0-a1xck -a2yck -a3x2
ck -a4xckyck -a5xcky2

ck, (13)

φ'yk =φyk -b0-b1xck -b2yck -b3xckyck -b4y2
ck -b5y3

ck。 (14)

2 试验过程

DGS测试平台及试验装置如图4所示,加载装置型号为DDL10电子万能试验机。试验前需要准备试验

试件PMMA材料,材料尺寸为250mm×60mm×10mm,材料的杨氏弹性模量为E=2.8×106MPa,泊松

比为μ=3.5。试验中设计的跨距S=200mm,载荷加载在试件的中间对称位置。散斑靶平面离试件距离为

Δ=35mm。调整镜头焦距,设计待测试件与镜头相距L=1m(≫Δ)符合要求,摄像机、试件和散斑靶平面

都相互平行且中心在同一高度即可开始试验。
先加载1个小的载荷接触试件,然后,拍此照片作为后续数据处理时的参考图片。试验加载速度为

0.5mm/min,每加载间隔100N采集1幅图片。试验所用CCD相机分辨率为2592×1944pixels,图像中

1mm长度对应于20pixel,计算中选取子区域为29×29pixel,步长为5pixel。

图4 数字梯度敏感方法测试平台及试验装置

Fig.4 Sensitivedigitalgradientmethodstestplatformandtestapparatus

3 试验数据处理及结果

将试验得到的图片用Vic-2D(Version4.2)进行处理,得到试验加载过程中的位移和各个计算点的坐标。
试验数据用 MATLAB对式(1)~式(2)进行编程处理,可以得到在不同载荷作用下试件的转角场试验值。
直接将式(5)~式(6)得到的解析值和试验值比较,100N时试验值和解析值比较如图5所示,上部分图形为

Y 方向,下部分图形为X 方向。

27 重 庆 大 学 学 报                   第41卷



图5 100N时试验值(左)与解析值(右)

Fig.5 Experimentalvalue(left)andanalyticalvalue(right)when100N

由图5所示100N时的试验值和解析值进行对比可知,试验中不可避免地发生面内刚体平移和离面位

移的影响,使试验值产生了误差。为了消除上述误差对测量转角场的影响,采用补偿区域法消除误差。图3
显示了补偿区域法的原理,加载点附近区域有应力梯度(偏转角)作为感兴趣区域,由于远离加载点的区域应

力梯度(偏转角)理论上为零,实际上由于不可避免地存在面内刚体平移和离面位移的影响已经产生了偏转

角,因此,图中圈出远离装载点区域用于补偿消除测量误差。
考虑到面内刚体平移和离面位移影响因素,根据式(13)~式(14)进行数据处理,得到补偿区域法前后的

试验值和解析值对比,如图6所示,上部分图形为Y 方向,下部分图形为X 方向。

图6 100N时试验值(左)和补偿区域法后(中)与解析值(右)比较

Fig.6 Comparisonwithexperimentalvalue(left)andaftercompensationareamethod
(middle)byanalyticalvalues(right)when100N
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图6所示为100N时的试验值使用补偿区域法前后的转角场和解析值进行比较,发现运用补偿区域法

消除测量误差后的转角场与解析值更加接近。为了更直观反映补偿区域法前后的转角场具体的误差,补偿

区域法前后和解析值的误差对比,如表1所示。

表1 补偿区域法前后的误差比较

Table2 Errorcomparisonbeforeandaftercompensationareamethod

载荷/N
φx/rad

(补偿法前/后的平均误差)
φy/rad

(补偿法前/后的平均误差)

相对误差(前/后)/%

φx/rad φy/rad

100 0.00007945 0.00004477 0.00004080 0.000016689 12.34 5.38 10.05 6.33

200 0.00071480 0.00004577 0.00006278 0.000031922 11.72 6.28 13.78 7.27

300 0.00090014 0.00006695 0.00007614 0.000046931 12.53 4.59 8.77 3.22

400 0.00098590 0.00010219 0.00012783 0.000062008 15.69 4.26 8.98 5.98

500 0.00086649 0.00010602 0.00013910 0.000076112 10.86 4.00 8.45 6.66

平均误差 0.00070933 7.31412×10-50.000089311 4.67324×10-5 12.62 4.90 10.01 5.89

从表1可以看出,通过使用补偿区域法对试验数据进行处理,得到的转角场试验值的误差明显下降了,

说明运用补偿区域法消除试验中不可避免的面内刚体位移和离面位移不利影响因素所造成的试验测量误差

是有效的。

4 结 语

在工程应用中,面内刚体平移和离面位移等不利影响因素造成的测量误差通常是不可避免的。这些不

可避免的位移测量值将被看成是虚拟变形。但是,如果这些位移比较大,实际产生的位移或者偏转角就会被

干扰。面内刚体平移和离面位移在感兴趣区域引起的偏转角场误差从理论上研究,可以使用补偿区域法实

现消除测量误差。文中运用DGS测量了PMMA板的转角场,通过补偿区域法得到x 和y 方向上高精度的

转角场为φx 和φy。从表1可知φx 和φy 的平均相对误差分别为4.90%和5.89%,表明此方法是有效的。
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