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摘 要 1舟绍了信号奇异性及正则性的教学慨念以及如何利用小波变换测量信号的奇 

异性及正则性。介绍了小波去嚎原理及优越性．提出一种简单、实用的小渡击噪方法。 
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ABSTRACT This argc~explains the mathematical characterization of singularities with Lips— 

chitz exponents and how to compute Lipschitz exponen~．The principle and advantage of denoting 

with wavelet ave reviewed．At Iast·a flew simplified practical denoising algorithm is 6yen． 
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0 引 言 

传统的滤噪方法是将被噪声污染的信号通过一个滤波器，滤掉噪声频率成分。但对于短 

时瞬态信号、非平稳过程信号、含宽带噪声信号，采用传统方法处理育着明显的局限性。小波 

变换屋有可进行时额局部分析的特点，所以小波变换方法可更有效地处理信号，具有传统方 

法不可比拟的、非常灵活的对奇异特征提取及时变滤波等功能，可在低信噪比的情况下进行 

有效滤噪并检测信号的波形特征。本文提出了一种简化的击噪算法，该算法省去了用AD— 

hoe算法寻找板大值曲线及利用投影算法重构小波变换的步骤，使得算法简单，易于实现． 

计算数率高．而击噪敬 较好。 

1 小波变换与信号奇异性、正则性 

数学上用奇异性反映信号的不规刚程度．用正则性反映信号的规则及光滑程度。 

1．1 信号奇异性、正则性的耋叮划 

定义1 1)设H为非负整数 ≤口≤ +1，称一个函数，(￡)在卸点为Lipschitz口，当且 

仅当存在两个常数 和̂ >0，及一个-阶多项式PI(z)，使得对于b<‰，有式 Iy(z。+ )̂一 

P。(̂)f≤ ⋯̂ 成立。2)称，(z)在开区问(d，6)上为一致Lipschi~z口的，当且仅当对任意“， 

+ ∈̂(d·b)，式 f，( + )̂一 (̂)f≤Af̂f 部成立。3)称 为，( )在 点处的Lipschitz 
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正刚，如果 是使，( )为Lipschitz 的所有 的上确界。4)称，( )在 处是奇异的．如果 

，(z)在 处不是 Lipschitz 1． 

从定义l可知．若一个函数在一点 o处连续可导，则它在 处是Lipsehitz l的。若，( )在 

点可导．导敬肓界．．ffi不连续．刚，( )在 点仍是Lipschitz 1的．即，( )在 o处不是奇异 

的。如果，( )屉Lip~hitzt'l， > ．那么可以证明，(z)在 处是 阶可导的，且多项式 (̂) 

为，( )在 处展开的秦勒级数的前”+1项。lApschitz正则 给出了函数，( )可导性的更 

精确指标。如果函数，( )的Lipschitz正则“o满足w<r=Io< +l，那末可知，0)在 处H次 

可导．但它的 阶导数在zo处是奇异的．且 刻剁了这十奇异性。函数，(z)的Lipschit．z正则 

ao越大．则，( )越光滑。若， )在 处不连续．但有界，则，(z)的Lipschitz正则 o一0．若 

，( )在 处连续．但不可导，其Lipschitz指教为0<d<1． 

定义2 设， )是一有限阶调和分市函数，又设a是一个非整实数，且闭区间 ．阳∈ 

．称分布，( )在(n， )上是一致LipschRz 的，当且仅当它的原函数在区间( ． )上是一致 

Lipschitz + 1的。 

由定义2可知．一个Dirac函数在0点附近是Lipschitz 的， <一1．一个Dirac分布在0 

附近的一致Lipschitz正刚等于 一l_ 

1．2 信号奇异性的判断 

判断信号，( )的奇异性主要是通过测量它的Lipschitz正则进行的。测量函数，( )的 

Lipsehltz正则的经典方法是观察其富氏变换 (。)的渐近衰减性。对此．有如下定理。 

定理 1 一个育界函数，(r)在整个月上是一致Lipschitz ．如果，( )满足 

』 (1 mI <+oo 

该式给出了整十实轴上的一个全局正刚条件．但不能由它确定， )在一点‰是否更正 

则。由于小波变换给出了一个关于，( )的局部化信息 人们自然会联想到利用，( )的小波 

变换去测量其Li0sehitz正则，对此育如下定理2给出的结论⋯。 

定理2 假设小波 (z)连续可导、实值．具有紧支集。设，(z)∈ ( )， ， ∈R，叉设 

0< <1．则对于任意￡>0．，( )在区间 +e．b～￡)上是一致Lipschitz d的，当且仅当． 

对任意e> 0．存在一个常数 ．使得对于z∈( +e，6一e)及 >0，有下式成立； 

Ⅱ ，( ， )l≤ (2) 

该定理将在小尺度上，( )的小波变换的渐近衰减与局部Lipschitz正则联系起来。可以 

证明(2)是 一0时 JWf(s， )J渐近衰减的条件。可将定理2推广到 <0， >1的情况 如 

果小波 ( )具有 阶消失矩．那末定理2对于任意非整数值 (O< <“)仍成立。对于 < 

0且n告z。定理2也能有效地刻划一致Lipschitz指数 。在这种情况下不要求小波 (￡)具有 

高于一阶的消失矩 定理2给出的是由小波变换对， )在一个区何上的Lipschitz正则刻划， 

不是点上的 可以证明“]．在一定的条件下，用小波变换也可估计函数，(z)在一点 的 

Lipschitz正则。由上述讨论可知．在满足一定条件下，非严格地讲，小波变换慎满足下面形式 
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的不等式 lH ( ， )f≤ ．这等价于10Blu ( ．z)l≤10g( )+aIos( )．由此可得出小波变 

换障在不同“情况下随民变化育如下规律 >0．s增加，lW： ，( )l增加，a越大lW：，，( )l增 

加越快。 =0． 增加．1Wef(x)l不变。 <0，s增加．1矸 if(x)f减小。一般来讲，根据小波变 

换罐 随R度增加(或减小)的变化情况就可大致判断信号在某十区间或某点的奇异性及 

对应 [,ip~chitz指敬的取值范围。 

1一 l,ip~cMtz正则的计算方法 

方法l 采用二进小波变换．在一给定的j>l的尺度范围内，通过使 I ，(z)f≤A2" 

式中的 2 最傩逼近 IH -，( )l计算指数a及常数 ．该求解可归结为如下的扳小化问胚： 

m ( ， )一ml { ( 一 )} ，其中 一 l矸 ，。)I ∈ (3) 

方法2 根据小尺度上相邻两尺度上的二进小波变换的比值接下式近似求解a 

W 兰 A2 。 I 
2 ，(z)l一 兰 l 锚l ㈨ 

这仲方法计算 不很准确，也不够稳定．但在本文的去噪算法中却表现出较满意的效果。 

2 一种简化的去噪算法 

小波古噪的基本思想是恨据噪声与信号在各尺度(即各频带)上的小波谱具有不同的 

表现这一特点．将各R度上由噪声产生的小波谱分量，特别是将那些噪声小波谱占主导地位 

的R度上的噪声小波潜分量去掉，这样保留下来的小波谱基本上就是原信号的小波谱，这一 

过程可称为小波谱的重构或还原．然后再利用小波变换重拇算法．重构出原信号。由此可知 

小波击噪的_芰键是如阿滤去由噪声产生的小波谱分量。 

2．1 白噪声的小波变换特征 

定理3 设 ( )是实的一宽平稳白噪声，其方差为 ．那么白噪声的小波变换 ( ．z)的 

期 值 

(I ( ， )l z)：卫 (5) 

该定理说明， (f ’。(。，z)f )的衰减正比于l ．即随尺度的增加白噪声的小波变换幅值平均 

减小。 

定理d 若白噪声 ( )是高斯白噪声．在尺度s上，其小被变换模的平均密度为 

一  ( + ) 

式中 ( )及 ( )分别是 ( )的一阶及二阶导数。 
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该定理 明自噪声的小波变换填值的平 

均密度正比于 l／ ．即随尺度 增大．其密度 

减小。另外还可以证明高斯白噪声是一致 

l,ip~chitz— l／2一 的分布， > 0．．由此可见 

离散门噪声是几乎处处奇异。由定理 3及定 

理1可知．随营尺度增加．白噪声的小波谱将 

逐渐消失，如图 l所示。 

2．2 简化去噪方法 

由上面的分析可知．随着尺度的增加，白 

噪声的小波谱将逐渐消失．而有效信号的小 

岫  

一 - 

J一  

圉 I 噪声及其1～1尺度上的小波变换化 

波变换在大尺度上仍有清楚表现。因此．通过观察信号与噪声小波谱模值随尺度增加(或减 

小)的演变．就可区分由白噪声及由信号各自产生的变换横值。如果当s减少时．小波变换横 

幅值急刚增加．说明其相应的奇异性具有负Lipschitz指数，这些横值主要由白噪声产生，应 

该击掉。正是由于这个特征，为采用小波变换方法滤去白噪声奠定了基础。由图 1可见白噪 

声的小波谱主要表现在2’尺度与2。尺度上。因此．我们可先去掉 2 、2 尺度上的小波变换， 

然后用式W~ff(z)一H 。，(z)*2～恢复小尺度上的小波变换。考虑到在某些点上或其邻 

域．噪声小波谱幅值相对较大叶．即使在较大尺度上(． >2)．这些位置上的噪声的小波变换 

分量仍占一定优势，若按这些点上的Lipschitz指数 恢复出小尺度上小波潜．又会将一部份 

残余噪声小波谱分量恢复。对于这种情况可采取如下方法处理：首先选定一个阀值(见算法 

部分)．在最大尺度上将小于阀值的小波变换横值去掉．然后以此为基础来重建小尺度上的 

小波变换。算法简介如下 

1)用Mallat快速算法 ’求出含噪信号在各尺度J(J l，2'．．·，J，一般取J≤d)上的小 

波变换． 
一  一  

r 

，(z)一2 ̂r 】，(z一2 f'l 讳 叮(z)一> r —r， 一2r’f) 

2)求取阀值 。= · ． 为最大尺度2 上的最大幅值，c为一常数。 

3)在最后一个尺度』一． 上．将 IW ，，(z)I< o处的小波变换值全部去掉(即令其为 

零)．因为这些点上噪声的小波变换分量仍有影响。 

4)若 IW ．fOr)I> ．则按下式近似求出相应z点的Lipschitz指敬。 

a= log2l -，“) 

矸 2J，( ) 

一 般取』一3或 d，若某点z处的 <0(或者 <一0．5)，则令a一0． 

5)将 l⋯J—l尺度的小波变换全部去掉。 

6)由最后一个尺度』一J(或』一。J—1)的小波变换，用下式重新构造出』一J一1'．．·， 

l尺度上小波变换： 
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1＼／t⋯∞ n 
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圈2 古噪甫信号及萁小渡变换 lli 3 按上述方法去噪后的信号及恢复的小波变换 

7)由霞建的小波变换经小波逆变换恢 

复去噪后信号 ： 

-，( )一2∑  ̂—2，) t，(z) 
t一 

4-2∑ ( 一2／)W,J，( ) 
卜  

图2～4给出由该算法进行去噪的实 图 原信号及其小渡变换 

趔。 

3 结 论 

由于小波同时具有时、频局域性．所以就可根据信号的小波谱分析信号的局部正则性 

}I{据噪声及干扰的局部正刚性与正常信号的局部正则性不同．表现在其小渡谱幅值随尺度 

增加的变化有差异的特点· 及从小波谱上可观测到噪声及干扰主要集中在哪些尺度的哪 

些时段·从而就可采用小波变换方法1}常灵活地构成时、频两域上的滤波器，可在时
、频两域 

上进行击噪与去干扰．这是小波去噪的突出优点。 
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