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一 类非线性抛物方程的均匀化 
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摘 要：讨论一类非线性抛物方程a u 一div(n ( ，Vu ))= 的均匀化问题，其中n ( ，A)是一列 

快速振荡单调算子且满足文中给出的一致椭圆非一致有界条件．在对这类可能奇异的抛物方程做均匀 

化时，主要困难来自条件中的 l1卢 l1 力)_÷+。。，即二阶算子的系数的上界随参数 而趋于+。。．给 

出最优条件，再仔细结合补偿列紧方法、单调性方法来克服这个困难，得出均匀化结论． 
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令 T>0及I'2cR 为有界开集，在空间X=L (0， 

； ( ))或 (o，T；L ( ))中研究初一边值问题： 

，a u 一div(口 ( ，Vu ))= ， ×(0，T)； 

(P ) { u =0， ao×(0，T)； 

【 u ( ，0)=u：( )， n 

其中 ∈L。(0， ；( I1( )) )，u0 ∈( ( )) ， 

口 ：R ×R R 是一列快速振荡算子，且定义 

口 ( ，A)：=A (詈，A)， E／'2CR ，A E R”． 
假定A (，，，A)满足下列条件： 

(H1)：A 是 Carath6dory型算子，即 

VA∈R ，，，一+A (，，，A)可测； 

a．e Y∈R ，A (，，，A)连续； 

(H：)：A 关于 Y是 l，一周期的，关于 A是严格单 

调的，即 

a．e Y∈R ，VA，／x∈R ，A#／x， 

(A (，，，A)-A (Y，／x))·(A-／x)>0； 

(H，)：A 是一致椭圆的，即 

j >0，S．t a．e Y E R ，VA E R ， 

A (Y，A)A≥ IAI ； 

(H )：A 满足一定的有界性条件，即： 

a．e Y E R ，VA E R ， 

IA (，，，A)I≤ (，，)(1+IAI)， 

其中 EL (y)，且 l1 l1￡ (力)一 +。。，as —+()； 

(H5)：A 关于 A是 l一齐次性，即 a．e Y∈Y， 

V￡∈R，V A∈R ，A ( ，tA)=tA (，，，A)； 

(H )：A 满足HOlder型不等式，即 

a．e Y∈ Y，VA， ∈R ， C>0，S．t 
' l 

A (，，，A)· I≤ C(A (，，，A)·A) (A (Y，／x)·／x)亨． 

文献[1]是均匀化理论的一本入门教材，M， 

Bnane 讨论了一类可能奇异的椭圆方程的均匀化， 

张兴友和黄勇在文献[4]中讨论了一类退化抛物方程 

的均匀化．文中所讨论的问题是一类可能奇异的抛物 

问题，主要困难来自(H )中的 l1 l1 力)_÷+。。，即 

二阶算子的系数的上界随参数 —加 而趋于 +∞．主要 

采用文献[2]的思想，仔细结合补偿列紧方法、单调性 

方法来克服这个困难． 

1 预备定理 

先引入空间(如文献[1]中Th3．58)： 

W={ I E L (口，b；砩( ))， 

a ∈L (口，b； ( ))}， 

= { I E L (口，b； ( ))， 

Otv∈L (口，b； ( ))}， 

赋予相应的范数后则为 Banach空问，且具有相应 

的性质． 

定义 1 V >0称u 为初 一边值问题(P )的弱 

解 ，是指： 
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Us E c([0，列；￡ (力))n (0， ； (力))，l(1) 
u E L2(0，T；H ( )， J 

且U 在广义意义下满足方程(P )． 

由文献[5—6]知道初一边值问题(P )存在唯一 

的解U E 且由类似于文献[2]讨论椭圆问题的方 

法可以证明如下两个引理，其中引理2的证明要用到 

(H )和下文定理4中的条件． 

引理2 若 为￡ (0， ； ’ (力))中序列，满足： 

在空间￡ (0， ； ’ (力))中口 ， 

a (·，Vv )·Vv 在空间￡ (力 )中有界， 

且令G 为￡ (y； )中以y为周期的函数列，满足： 
r 

()，，G )dydt b。E R 及 

A (·，G )·G 在空间￡ ( )中有界， 

其中￡；(Y；R )为包含于￡20。( ； )中的以y为周 

期的向量值函数，则在广义意义下收敛： 

V 0 E D(g2；R )， 
r 

J ( ，g )‘( o 0)dxdt一6---~0 

。·Vo Q 0)dxdt,g G_x
． ，)． 

引理3 令 为力 上的 Radon测度，F为 (力 ) 

到 的映射且在零点连续，假定 
r 

V ∈ ( )，F( )+， dt≥0， 
0n 

贝0tz E￡ (力 )． 

2 主要结论 

首先固定 占>0，VA E R ，定义 (·，A)E 

(Y；R )为局部变分问题 ： 

V V∈ (Y；R )， 

IA ()，，V ()，，A))·V (Y)dy=0 (2) 

的解，其中 满足条件：f =0， (Y，A)：= 

A)，一 ()，，A)，而 ’ (Y；R )为包含于 ( ； ) 

的以 y为周期 的向量值函数，则 由文献 [2]知 

n4 (詈；A)(令占固定，6 )的均匀化算子定义为： 
A：(A)：=fA ()，，V ()，，A))dy． (3) 

自然地考虑a。(A)是否为满足下面极限过程即： 

VA E ，Ao(A)— 口。(A)， (4) 
占 — ’ U 

的极限算子．而由文献[2]知，当A 满足文中的条件 

时，极限式(4)存在． 

注：由文献[2]知有下面的估计成立： 

C > 0 s．t 

V A E R ． 

c I A I ≤A (A)·A， 

I Ao (A)I≤C I A I， 

V A E R ． 

C I A I ≤a0(A)·A， 

f a0(A)f≤C f A f． 

本文主要结论如下． 

定理4 令 A 为一列快速振荡算子，满足条件 

(H )一(H6)及 ￡ 一有界，即 

C>0，V A∈R ，fA ()，，A)·Ad)，≤C I A I ， 

(5) 

同时假定 

IA ()，，A)·A I I 

， 
。 0

。。 
E ， (y抽 )、{0} r̂ ／．．r7 T，、 r7f J．． ．-+ 

fy=0 J ⋯  

(6) 

又若存在连续且严格单调算子口 ： 一 满足极限 

条件式(4)，其中A：(A)由式(3)定义，最后假定 

在空何￡ (力)中u：三u。， 1(7) 
在空间￡z(0，T；(日一 (力))n)中 J 

则有(P )的解 U 满足： 

在空间W中u： u， 1 

在空间￡z((0， )×力)中口 ( ，vu )三 a0(vu)
．
』 

(8) 

其中U为如下极限问题的解 

rOtu—div(a0(Vu))= 力X(0，T)， 

(P0){ u=0， a力×(0，T)， 
【 u(x，0)=u。( )， 力． 

／∈￡ (0，T；(H (Q)) )，U。∈(￡ (力)) ． 

3 均匀化结论证明 

3．1 先验估计 

令 U ∈W为(P )的解得： 

丢蔷ll u ll 2 +， ( ，Vu,)·Vu = ·u。 ． 
(9) 
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由(H3)有： 

1 d 
c埘 + ll Vu c ≤ ≤ 

IlL II (埘‘II M II L2(O)≤cn IlL II (埘’II M II (功≤ 

+虿Ot ． (1。) 

对式(10)两边在[0，t]上积分有： 

II u (￡)II ( + J II u ( )II 2( d ≤ 

ll u： +~i IlL( )ll c d ≤ 
+ )ll ， ) 

再由式(7)有： ‘ 

M ∈L (0，T；L~(g2))n L2(0， ； (． ))． 

且 

IJ H IJ工 (o，r． (n))+ IJ H IJ (0，r’ ( )≤ 

c (1l M：ll ( +ll ll ((o，r) n))≤C1．(12) 
下面对a u 进行估计，要用到 0 ( ，Vu )·Vu 

在L (0，T；L ( ))中有界，即：要证明j C>0，满足不 

等式lⅡ ( ，Vu )·Vu d l≤c． 
0n 

对式(9)两边在[0，T]上积分得： 

II u ( )II 22( 一了1 II u (0)II ( + 

( u )·Vu = d￡， 

即 ： 

虿1 ( )II + ( 
，Vu )·Vu． d￡= 

0n 

(0) + 出 

由此易得： 

j c>0， l Vu dfl≤c． 
(13) 

即得： 

0 ( ，VM )·Vu 在L (0，T；L ( ))中有界． 

若u ∈ 为(P )的解，则 

a M =dlv(0 ( ，Vu ))+ ∈H (． )．(14) 

令Fu =一diV(0 ( ，Vu ))∈H一 (． )，V ∈月 (． )， 

M ∈L2(0， ； ( ))则有： 

c螂功 ‘ l山： 

l V 弛 ．v ≤ 
T 1 l 

cJ( ( ，Vu )·Vu d~) ’( ( ， )· ) 山≤ 

c(Ho ( u ) 出 ) ’( ( )· 山)T， 
由式(5)、式(13)得 

r

． ． l( ) 轧 埘 ≤ 
Cr II Vv II (n)=Cr II II职(n)， 

即：ll F(M ) ll (-l】(n)≤ C2，并 有 F(M )∈ 

L (0，T；H (力))，且 

ll F(M )ll (o
，

r- (一I)(n))≤ 

c(『I“ 『I上2( + 『I 『I (o，r． (n)))． 

由式(14)有： 

ll a‘M 2(0,1'；／／-‘(n))≤ 

C(1l z上：ll (n)+lI Il L2(0,T~ (n)))≤C3，(15) 

因此由式(12)、式(15)得 

ll z上 ll + ll z上 ll工曲(o，r． (n))≤ 

c(1l ll )xn)+ ll M (n))． 

所以知：存在子列，仍记为M ，a M ，s．t 

在空间L2(0， ； ( ))中 三  
， 

在空间 (0， ； ( ))中M 里 M
， 

在空间 ：(0， ； ( ))中 _一 
， 

在空间 (0， ；H一-( ))中a M — a M． 

(16) 

由(H )及式(5)、式(6)知： 
r 

V E R ， 1 ( ，Vz上 )· I出山≤C l l， 

于是有0 ( ，VM )在 ( )：= (0，T；L‘( ))中有 

界，所以存在子列，记为 

：=0 ( ，Vu )在空间 ( )中弱收敛到 ． 

(17) 

由 定 义及 (P )得 满 足 Vv∈ ( )， 

V ∈D(o，T)有： 
r 

。( )·vv( )· (￡)出d￡= 
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ffs．~ ，￡)· ( )· (f) d￡一 

J<Otu~(t)， >H-t(n)， ( ~o(t)dt， 

再由文献[1]中的Th3．59，上式等价于： 

( )·vv( )· (￡)dzd￡= 

( )· ( )· (t)dzd￡一 

(al ， ) (。。r1 一 (n))， (。，r； (n)， (t8) 

由收敛性式(7)、式(15)、式(17)，对式(18)求极限后 

可得 满足：V ∈ ( ) 

(at ( )， ) (n)． (n)+J ( ， )。Vv(~)dz= 

，t)· ( ) ． (19) 
nJ 

要证明定理，只需要证： 

m - a0(Vu)． 

3．2 。满足的不等式 

本节要证明VA∈R ，V ∈C ( )， 满足下列 

不等式： 

· dt一 a · dt一 。A ‘~odzdt— 

f
。n
fa。(A)。V ~~odxdt+f

。n
fa。(A)。A。I~I 2dxdt≥。 

0n 0n 

(20) 

定义．，7。()，，．)：=A ()，，V，W ( x，A))，V)，∈y， 
VA∈R ，由A。的单调性有： 

( 一叼 (詈，A ))‘(V s—V (詈，A ))出d￡≥。· 

(21) 

由 ()，，·)是1一齐次的，77 (Y，·)是 1一齐次的， 

及式(21)有： 

- d 一 · dt一 

‘ 

W ( x，A)。 一 ( 。 + 

(詈，A)‘V (詈，A)。I I d￡≥。· 
(22) 

下面求式(22)中各项极限： 

首先，由式(7)、式(16)有： 

， (23) 

下面求式(22)中第三项极限： 

定义辅助函数(如文献[2]中)： 

( )：= f ，A)， 

其中 (詈，A)定义如式(2)，令 E D( )：= 
c ( )，用 ·∞：与(P )作用并分部积分再在[o， ] 

上积分得： 

V， (刮  卜 
·

(∞：0 V ) d￡一fro ·∞ · ． 
0n 0n 

(24) 

由∞ ( )-一 肌 在 L2(力；尺 )强收敛，有： 

够Ⅷ 够。(Xx)~~odzdt, 0n 0n 

可得： 

(刊 ~~odzdt一 (Ax)~~dzdt一 

。‘(Ax。V 卜f f (Ax 
On 0n 

(25) 

令口=( )· 代入式(19)然后在[O， ]上积分得： 

够 )~~dzdt=f f )~~odzdt+ 0n 0n 
。·A· dt+ ‘(肌 o V )· d￡， 

上式代人式(25)中得： 

V， (刊 ~~odzdt— 
r 

。 A~dzd￡，V ∈D( )． (26) 
0n 

n 

l  r●● J ．O  

． ． ． ． ． ． ． ． ．  0  
1- 

‘。 

F 

n 

r r●●J O  

， d  

a  

r，．Jn r rJ O 

． ．  ． ． ． ． ．  0  1- 

‘。 

d  出 

F 

a  ̈ 

A  

r●●，n 

一 

∞ 

¨ 
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类似于文献[2]中证明，式(22)最后两项极限分别为： 

f f,(詈，A) ‘ 0(A)~Vu~~vdxdt, 
’  

(27) 

仉(詈，A)‘V (詈，A)‘I t d 

f (A)-A·I妒I dxdt， (28) 矗，n 

由式(23)、式(25)、式(27)、式 (28)可得不等式 

式(20)成立． 

由引理3可得： ∈ ( )；根据文献[2]中证明 

方法，此处可证： =a。(Vu)． 

利用抛物方程均匀化理论的标准方法容易证明均 

匀化方程的解满足相应的初始条件．至此，完成了对定 

理4的证明． 
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Homogenization of a Class of Nonlinear Parabolic 

Equations of Second Order 

LI Wei-yan，ZHANG Xing-you 

(College of Mathematics and Physics，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：This paper deals with the homogenization of nonlinear parabolic equations of second order：a
‘M 一diva ( ， 

Vu )= ，where a ( ，A)is a highly oscillating monotonic operator which is uniformly elliptic but non，uniformly 

bounded．The difficulty of the asymptotic analysis comes from the non．uniform boundedness of Z3 ．An optimal condition 

on A
F 
is given and the classical compensated compactness arguments and monotonic methods are carefully combined to 

derive the homogenized conclusions． 
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