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非线性Hammerstein型积分方程 

的多重 解及其应用 

MULTIPLE S0LUT10NS OP N0NLINEAR INTEGRAL EQUA"rioNS 
_  

_ OF HAMMERSTEIN TYPE AND ITS APPLICAT10NS 
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摘 要 在讨论非线性Hammerstein~积分方程(+) ( )=1 五( ， )f c ， 

( ))dy，0<mesG<+oc时证 明了 ：当，( ，口)满足 文中假设 (ii)一(i )时， 方程 

(+)具有---+x异解。作为其应用，还讨论了非绳性stu rm—Liouri】le问题( ·)岩+ 
f( ， )= 0，d“(o)+bu (o)= 0，c"(1)+d (1)= 0，得鲥问题(··)三个互 异 

C 类解的存在性。术文使用变分方法 ，主要结果 的证 明基于文(L]中 建 立的 等 

高 山路定理 。 
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ABSTRACT Nonlinea r in egral equltions of Hammerstein type( )妒( ) lGk(x， 

Y)f(y， (Y))dy， whe re O<mes G<+c~are discussed in thi。paper． Under suitable 

hypotheses the author
，
with va riational methods

，
obtained the existence of three soluti— 

OnS 0f Eq．(})，and gave an application to the nonlinear sturm—Li0uvi】le problems(·+) 

dZ u +Kx
， )=o，au(o)+bu (o)=o，cu(1)+du"(1)= 0 The pioof o：F the main 

re sult is based on the Mountain Pass Theorem with“zelo height f!ee(1 j)， 
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1 主要结果 

109O年 

本文研究非线性Hammerstein型积分方程 
r 

( )=I 七( )，( ( )dg= ) (1) 

多重解的存在性 ，其中G是 中可测集 Ⅳ 1，O<mesG<4-一 ．，( ， )满足 Caratheodory条 

件 ，f(x，0)；0，我们作如下一股假设： · 

(i) 2正定核 ( ， )满足『』 t( ， )』 dxdg．<+oo，p>2 
G ×0 

． 

(ii)f(x， )满足不等式 · 

l 。 )l≤4( )+ 。_ (2) 

F( ， )≤{d +6，( ) + ( ) (3) 

‘  

其中F( ， )=l。，( ， )df，6>1o，0≤ ( )∈Lq(G)，g为 之对偶，o<o-<2，b L( )∈L ／ (G)， 
( )∈ (G)，0≤口 < i ’， ô为棱 ( ， )的最大固有值 ． 

(iii) i ， o( ) 口o( J∈P (G)且4。( ≤ ‘ ( )
_

mf(x O／u=a 4 
● ’ u 

(jv)存在0o∈ 2(GJ，0。亭0，满足 

0。0I ≤2』GF( ，Huo)dx (5) 

算子H的定义见后，本文恒用 1袭L z范数 

定理 1 假设条件(i)一(iv)成立，那么积分方程(J)在 (G)中至少有三个互异解． 

作为定理的应用 本文最后讨论了非线性Stum—Liouville问题 

等 + )；0 一 
(6) 

、au(O)+bu (0)=0，cu(1)+d (1)=0 

其中△⋯bc d —d 4-0，当，满足前述条件(ji)一(iv)时，问题(6)有三个互异c：解。 ‘ 

定理的证明基于文[1]中建立的 等高”山路定理，即下面的 

定理2 设E是实Banach空问， ∈C (且，R)，满足(Ps)条件，假设下面的条件成立： ． 

tr )存在常数d， ，R，0<r<R使 

． ( )≥d， ∈ = ( ∈Ei r<0 0<R) 

(』。)』(0)≤。且 ( )≤ 对某个日 0e『l≥R，那么存在异于。和 的临界点 ‰∈E，且当 

( o)=口时， 0∈A． 

注l：若 有两个互异的局部极小点，则还有第三个临界点，这不难由定理 2得到 ． 

2 定理 l的证明 

将算于 分解为 =KF，其一{ K表线性积 分算予K ( )= f。K( ， ) ( )幽 ：F表算子 
F ( )：，( ，妒(砷 根据(i)，五具有分解式 =珂 ’，H；K{

； L：(G)一 (G)全 连续， 
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珂‘表珂的共轭算子且珂 ：Lq(G)一工：(G)全连续 ． 

引理1 j 1方程(1)在 (G)中有解等价于方程 
= H‘FH t 1 

在工 (G)中有解 

征明很简单．详见(3] 

方程(7)的两异解可能对应于方程(1)的问一斛。为此 ， 取冒为 { ∈工z(G)lHu= 0) 

在工，(G)中的正交补空间 易知E4-{0) 且H限制在 E上是单映射， 以下我们将在冒上讨 

论变分泛函 

z( )=吉 一NF(x．H州 ． 6E (8) 
容易看出．若 ，， ，是泛函的临界点， 。辛 z．~liHu ．Huz为方程(i)的解且珂 ． 珂，：． 

引理 2 设，(#， )满足(3)，那么 满足( )条件 。 

证 设(‰)c冒， I( )}≤ ，I )—÷ 0(n一。。) 

根 据(3)，我们有 

≥ ( )=j( ·卜j c叫。 ，( )出 1 r rJ ( ) 

≥ 1( ．
， ．)一； ，(珂 ． 珂 )一』。6，( )l盯 ．1 ‘ d 一J。 (砷d 

≥ 。， ，)一 吒(珂 。 珂 。)一c2(H ，珂 ．)卜；-e 
L 

一  0。 “．)一 1 ( 
． ， ．

)一c ( ． ．)卜 一 

≥ 1( ，
， 

)一 2 。̂( ．， ．) 2o1-；( 
， 

) ‘ 一c。 

：  (1一 )l 。ll!一c 卜 1 。I，一一c 

其 中c，一f。f|(砷dx，f2=(fc ( )l dx) ／ 

注惹到口 < 。．易知( )有界．从而根据标准证明fl_’ 可得 满 足(Ps)条件 ． 

引理3 设，( ． )满足(4)．那么存在r>0．满足． 

I > 0， r { ∈冒lll ll< ) 

进一步若ao(x)= 0，(10)可加强为 
I 

I laB，>c⋯C是依赖于r的正常数 
证 根据(4) 

f F( ， )／ = 口。( ) ‘ 
Ⅷ  

即 

(10) 
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~tnF(x， ，Et= 。f ) ： 
sl 0 = 

根据Fatou6{理 

f． e-zF(̈㈨d ≤ 圳驯 
对于充分小的s> 0，我们有 

又 

LF( ， 日 )~+jooo, e ! 

』 。( )l sH t <̂i‘ 1日。 2 

990肆 

= î (Ku )≤ I (】!) 

结台(11)、(1 2)，不难知 

m )盘古 _J。F(x,eH。) >0，s>0克制、 (】_；) 
这蕴涵(10)． 

当adx)一 0，(10) 的证明是标准的。为便于比较，我们仍给出征 明。 

根据(4)，存在d> 0，满址 

I，( ．。)I≤(2 I。) !。I 0< “i< 

其中 I 表示 ：Lz(G)一￡z(G)的范数，于是 

F( ， )≤(4I圳2) ， I<d (1 4) 

另一方面．根据(2) 一 

V(x “)≤。I 。+bp一 i I ，Vx∈G，“∈ (t．5) 

结合(14)、(15)，存在c3> 0使 

F( ， )≤(4 钏2)叫 +173"I ， ∈G， ∈R (】6) 

于是，对“∈E 

』。F( ．H ≤(4II~ll J。 外c，Jl Hu 
≤(40 0) (Ku， )+ IHu 

≤ 1
．
1Ⅱll|+c；I棚 ’I l’ 

从而 

( ) ÷l l c5IHl l Vu∈E (17) 
r 

这蕴涵(10) 

定理的证明：显然f(0)=0，考虑水平粜f。= {uEE I I )≤ 0}。由引理知，I B
，

> 

0=I(0)。又条件(iv)表明I(u。)≤0 且 > 0充分小时 位于 r外面，从而 。在 r和 巾备 
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有一分支E ，E2。设 ％ 一 f，， =1．2．不难知15'1．是有 限数，根 据形 变引理 ． 易知 t． — 
Ei 

，2是珀q临界值，这表明 有州个不同的局部极小 点．根 据 等商”llI路定理 ]不 难得 到定 

理的结论 。 

最后，引用定理 1来研究常微分方程边值问题(6)． 

定1 2 设f(x，“)满足苘述条件(ii)一 (iV)．邡么问题(6)至少有三个c 解 ． 

证 问题可转化为寻求积分方程 

“( )一 ( ． )，0， ( )) (18) 
· 

J 0 

属于C(0．1)的解．其中Green函数k(x． )表达 式 为 

一

⋯

~,-l(a

⋯

x-b )(c

⋯y-c- d；： 
lt(

．

x )自然满足条件(i)．因此．根据定理 1，方程(1 8)在 [0．1]中至少有三个不同解 ． 

=l，2，3即 

( )=1 ( ． )f(u． ( )办 i一1，2 3 ’ (20) 

由于算-T-~'p( )一 ( ．F( ))映 (o．1]入L (0，1]， +r = 1，．故Kx，ud、x，)，)∈ 

LJ(o，1 7，’再根据(20)并注意到 ( ， 在E o，1]。X(0， 1j上的一致连续性．即知 ( )∈ 
c(o，1]． - r ’ 抟 ： 
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