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摘要：从变分原理出发，采用罚函数法处理渗流边界条件，推导了用无单元法求解有自由面的堤坝

渗流问题的基本方程和迭代格式，给出了罚因子选取的具体表达式，并计算分析了某不透水地基上

土坝的稳定渗流场 .与电模拟试验成果的比较表明，文中所提出的计算方法和程序是正确的，且应
用罚函数无单元法求解堤坝渗流问题，可以得到较高的计算精度和计算效率 .
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有自由面的渗流问题普遍存在于堤坝、岩土边坡、地下洞室等实际工程中，目前常采用有限单元法求解 .
由于单元网格的限制，复杂渗流问题的有限元前处理工作量十分庞大 .无单元法是一种新兴的工程数值计算
方法，它采用滑动最小二乘法近似场函数，摆脱了单元的限制，计算过程中可以任意布置节点，因此在求解渗

流自由面等可动边界问题时优势明显 .迄今为止，无单元法的研究主要集中在裂纹扩展追踪、变形和应力分
析等领域，且研究成果较多［$!,］，并已发展了三维无单元法［+!%］.但是，在渗流问题求解方面的研究尚不多见 .
曾清红等［$"］将无单元法用于求解稳定渗流问题，李广信等［$$］提出了有自由面渗流的无单元法，但他们都没

有考虑如何准确施加渗流边界条件的问题 .李晓春［$!］将无单元法用于求解裂隙渗流问题，并考虑用罚函数
法处理渗流边界条件，但未能给出推导过程和罚因子的具体表达式及其物理意义，仅从量级上进行比较选择

了罚因子的量值 .本文从变分原理出发，采用罚函数法处理渗流边界条件，推导了用无单元法求解有自由面
的堤坝渗流问题的基本方程和迭代格式，给出了罚因子选取的具体表达式，并计算分析了某不透水地基上土

坝的稳定渗流场 .与现有文献中电模拟试验成果的比较表明，罚函数无单元法的计算成果是合理的 .

! 无单元法和渗流定解问题
无单元 3456789:法采用最小二乘逼近，其基本原理和求解过程可参见文献［$!)］!
考虑二维平面饱和渗流问题 !不计源或汇，根据连续性方程，应用达西定律，可得各向异性稳定渗流基本

微分方程［$)］
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式中：$———水头场函数；"#，"&———# 和 & 方向的渗透系数；#———水平坐标；&———垂直坐标 !
堤坝稳定渗流的定解问题一般包含 /种边界条件，即已知水头边界、不透水边界、出渗面边界和自由面

边界 !

" 罚函数无单元法
堤坝渗流系统的总能量!可表示为
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由变分原理，对其求极值可得整体平衡方程
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式中：!———总体渗透矩阵；"———待求水头列阵；$———右端平衡流量 "下面确定 ! 和$ 中的元素［#$］"
! "" 流量平衡方程
式（#）的能量泛函可表示为
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根据变分原理，对其求极值可得
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式中：%（&）)（%#（&），%%（&），⋯，%(（&））；%)（&）)
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型函数；"———计算区域 "
! "! 已知水头边界
采用罚函数法处理已知水头边界条件 "在边界处假设有一强透水层，其渗透系数为 #+，厚度为!+，如图

#（*）所示 "设强透水层内的水头损失为!%，则已知水头边界上的能量泛函为
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式中：(———型函数矩阵；#———强透水层边界；%+———边界已知水头函数 "根据变分原理，对其求极值可得
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式中：##———已知水头边界；#+ -!+———罚因子 " #+ -!+ 取值需足够大但又不能太大 "足够大才能起到罚因子
的作用，太大又会造成总体渗透矩阵的病态，使得求解方程组时会得到虚假解 "

图 " 罚函数法处理已知水头边界示意图
#$%&" ’()*+,- ./)0,$1) 2(,314 .15 6510(77$)% 8)19) 9*,(5 3(*4 :1/)4*5-

为了合理地估计罚因子的值，不妨设想如图 #（.）所示的渗透试验 "在土样上方有一层强透水层，土样渗
透系数为 #，厚!.，强透水层渗透系数为 #+，厚!+，其顶部水头值为已知水头 %% "设土样内的水头损失为

!%#，强透水层的水头损失为!%%，并设横截面面积为 / "由达西定律可知，经过土样和强透水层的流量分别

为 0# ) #!
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!+ / "由流量平衡条件可得
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要使得土样顶部接近已知水头 %%，必须有!%#$!%% "设!%# ) 1!%%，则有
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经计算分析，当 $ " #$ % #$$，!% " &’(&’ 时可得到较好结果，其中 &’ 为节点间距 (

图 ! 罚函数法处理不透水边界示意图
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540/’66#($ #15’41’)7*’ 70.(3)4,

! (8 不透水边界
考虑在不透水边界上设有一层弱透水层，如图 )所示 (记弱

透水层内边界为!)，外边界为!))，在!)) 上法向流量!* 为 $ (设
渗流区域和弱透水层的法向渗透系数分别为 ! 和 !&，弱透水层
厚为!& ( 弱透水层能量泛函为
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式中 ! 为边界法向单位矢量 (由变分原理，对其求极值可得
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式中：’———旋转矩阵；#———不透水边界与 . 轴的夹角 (即
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同样，设渗流区域法向厚度为!%，则区域法向平均流速为 0# " !!+
!%，弱透水层法向平均流速为 0) "

!&!
+
!&，欲使!)上法向流速接近 $，则需 0#$ 0)，设 0# " $0)，则可以得到
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经计算分析，$ 可取 #$ % #$$，!% " /&12，/&12为最大影响半径 (
! (9 # 和( 中的元素
综上所述，由 # " #（#）3 #（)）3 #（,），( " (（#）3 (（)）3 (（,）可得
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8 求 解 过 程
自由面曲线采用三次样条函数插值，以便用较少的插值点得到精确且光滑的自由面曲线 (这样，无单元

法求解有自由面的堤坝稳定渗流问题的计算步骤如下：

)% 在全域内生成节点，并生成积分网格 (
7% 确定初始出渗点，生成自由面上的节点，出渗点作为自由面上最后一个节点 (
/% 将自由面节点按三次样条插值形成自由面边界，以确定渗流域 (
3% 对渗流域内的高斯点循环集成平衡方程组，待求水头的节点仅考虑渗流域内的节点 (
’% 求解平衡方程组，并对自由面上的节点进行以下判断：如果 +2 6 42 7%，计算停止，输出结果；若
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!" ! #" "!，调整自由面位置，重复步骤 # $ % $
采用无单元法求解有自由面的渗流场时，对那些有自由面穿过的积分子域，并不需要对积分网格进行任

何的处理 $在计算渗流系数矩阵时，只要将此子域内的函数!
%"

!&和
!%"

!# 看作为一个分段分布的函数，且在渗流

域之外的函数值取为 & $因此，积分网格可以始终保持不变 $

! 算 例

某不透水地基上下游设有排水棱体的均质土坝，坝高 ’( )，坝顶宽 * )，上下游坝坡坡率分别为 +,&和
(,&，排水棱体上下游边坡坡率为 ’,&和 (,&，顶宽 ()，上游水深 ’&)，下游水深 -).坝体的渗透系数为 (,+’/
0 ’&! * ) 1 2，排水棱体的渗透系数为 (,34- 0 ’&! - ) 1 2 .采用罚函数无单元法计算，共迭代 ’/步，得到的坝体
内的水头分布如图 +所示 .

图 " 不透水地基上的土坝及其渗流场（单位：#）
$%&’" ()*+, -)# ./ %#01*#1)231 4.5/-)+%./ )/- %+6 6110)&1 4%13-

表 7 自由面坐标的计算值与试验值
8)231 7 9)3:53)+1- *1653+ )/- +16+ -)+)

.4 4*11 65*4):1 :..*-%/)+%./

& ’)
自由面高度 ’)

无单元法

计算结果

电模拟

试验结果

相对

误差 ’ (

+(,3 3,33+( 3,4&& ! &,’4
+5,3 5,3*’’ 3,&&& ! ’,5-
-(,3 *,553/ *,4&& ! ’,5*
-5,3 /,/4** /,5&& ! ’,3’
/’,& -,33-( -,3/& &,5’

将罚函数无单元法计算的自由面坐标与电模拟试验结果［’+］进

行对比（表 ’），可见两者的误差很小 .另外，试验得到的坝体单宽渗
流量为 &,+-（)+·6! ’）1 )，无单元法计算结果为 &,+(4*（)+·6! ’）1 )，
与试验值的相对误差仅为 ! +,&*7，可见，采用罚函数无单元法计算
的渗流场是正确的，且计算精度较高 .

; 结 论

本文针对堤坝有自由面的渗流问题，采用罚函数法处理渗流边

界条件，导出了罚函数无单元法分析渗流问题的基本方程以及估算

罚因子的表达式，研制和开发了相应的计算程序，并对某土坝进行了

计算分析 .结果表明，计算成果是合理的，且罚函数无单元法的计算精度和效率较高，可用于有自由面的堤坝
等渗流分析 .
无单元法与有限元法相比有一定的优势，它实现了积分网格和节点的独立布置，避免了对有自由面穿越

的子域的重新处理，可根据需要灵活地增加、移动、减少节点，简化了渗流问题的求解过程，具有发展前景 .
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·简讯·

河海大学获准创办英文期刊

()*%+ @/6%,/% ),1 5,&6,%%+6,&
国家新闻出版总署日前正式批复，由河海大学创办英文期刊 ()*%+ @/6%,/% ),1 5,&6,%%+6,&（JKL，

水科学与水工程）"该刊为季刊，面向国内外公开发行，国内统一连续出版物号为：MN’$!*.-& O EP"
()*%+ @/6%,/% ),1 5,&6,%%+6,& 办刊宗旨：以党和国家的方针政策为指导，弘扬科学精神；探索水

科学规律，创新水工程技术；反映水科学研究领域的最新成果，交流水工程建设的新技术和新经验；

注重人与自然的和谐共处，促进水资源的可持续利用；发挥学术民主，促进国际交流，为我国的经济

建设和社会发展服务 "
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