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摘要：取与容器固结的坐标系，将外激励视为质量力，针对刚性容器内流体非线性大幅晃动问题，提

出了在时间和空间上均具有二阶精度的两步 -0123456027489:分步有限元方法 (该方法首先显式地求
解忽略压力梯度项的中间速度场，然后通过压力泊松方程求得压力场，最后根据求得的压力对速度

场进行修正 (求解中利用 ;7<72 ,7=方法隐式地追踪自由面，即在每个时间步求解 ;7<725,7=函数随水
流的输运方程，并通过迭代方法对其重新进行初始化处理，使其保持为距离的函数，从而达到捕捉

自由面的目的 (控制方程统一采用简便且具有较高精度的两步 -0123456027489:格式进行离散 (算例
验证结果表明，该数值方法是正确和有效的 (
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流体大幅晃动问题的研究在数学上涉及求解 A0<9745,=387B方程带有移动边界的初边值问题 (由于方程
本身和自由液面边界条件都是非线性的，并且自由表面随时间以未知方式运动，这个问题的求解是非常复杂

的，三维问题更是如此 (因此，许多研究是在流体简化模型等线性化理论基础上进行的，如假定流体是微幅晃
动无黏无旋的势流 (然而，当流体大幅晃动时，非线性效应在一定情况下可能会表现得非常突出，甚至会出现
波面碎波等强非线性现象，用线性理论模拟液体的晃动，通常低估了晃动波高，不能真实地预测自由液面的

位置 (这时采用流体原始非线性运动方程，则可不受人为约定条件的限制，全面地反映非线性和黏性效应［’］(
求解流体大幅晃动问题，自由面的追踪是最大的难点 (有限差分法中的 )+C方法和 D.E方法等已在求

解自由面问题中得到了很大发展，其主要不足之处是计算量和存储量较大以及要求界面重构这一复杂的表

面处理技术 (与此相比，;7<72 ,7=方法则将界面条件融入到控制方程中去，可在整个域内用统一的方程求解，
不需要显式地追踪界面，可以很方便地捕捉界面，因此可以应用于流体大幅晃动问题的研究中 (
此外，与差分法相比，有限元法可以灵活方便地采用多种单元形式，能够精确处理各种不同的几何形状

和边界条件，而且便于与已有固体问题的有限元程序相结合，以求解流体大幅晃动中的流固耦合问题 (因此，
本文首先取与容器固结的坐标系，然后将外激励视为质量力，采用具有二阶精度的两步 -0123456027489:［!］分
步有限元方法求解控制方程，最后将自由面视为水和空气两相介质的交界面，利用 ;7<72 ,7=方法追踪界面，
求解刚性容器内流体三维大幅非线性晃动问题 (

! 适用于大幅晃动问题的 "#$#% &#’ 方法

;7<72 ,7=方法是求解两相流问题的一种方法［>!@］(其主要思想是，对求解域内的 !种流体介质用统一的
A0<9745,=387B方程求解，通过设置一个距离函数隐式地跟踪界面，并且将界面条件融入到控制方程中，这种方
法不需要构造具体自由面位置，可以较容易地处理复杂界面和剧烈变化的自由面（如合并、交叉、破碎等）(为
了确定交界面的位置，引入标记函数! !!是一个距离函数，定义其为某空间点到交界面的符号距离，交界
面以上为正、以下为负，而零值处代表交界面 !因为!随水流输运，所以可以达到捕捉界面的目的 (

对于不相混掺的 !种流体，其某种物理特性参数 "（如密度、黏性等）服从方程!"
!# F""·! G " !其中 !
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为流体速度 !根据 !"#"$ %"&的思想，若构造一个距离函数!，使其满足 ’()*$&+,-.(/+0*型的控制方程

!!
!" # "!·! $ 1 （2）

则!可以用来指示不同的流体区域 !即：当!#1时，% 3 %2；当! 4 1时，% 3 %5 !式（2）为标记函数!随水
流输运的控制方程［6］!
为了保证能够捕捉到正确的界面，必须保证!是一个距离函数［7］，也就是使 "! 3 2 !初始时刻的!

值可以根据已知的流体空间分布给出，即!（&，" 3 1）3 8 ’，’ 表示计算区域 & 点到交界面的垂直距离 !但
在计算过程中，由于流场通常不是简单的均匀流场，界面会发生剧烈变化，经过若干时间步后!就不再保持
为距离函数 !采用 %9::)(,［;］提出的迭代方法，可以使!保持为距离函数：

!!
!" # (（!)）"! $ (（!)）（初始条件为!（&，" $ 1）$ !)（&）） （5）

式中：(（）———符号函数；!)（&）———方程（2）在 ") 时刻的解；"———虚拟的迭代计算时间 !
另外，由于所要计算的水和空气这 5种流体的物理性质差别很大，交界面附近不连续，方程求解不稳定，

因而需要对交界面附近的密度、黏性等物理特性参数进行光滑处理 !最简单的方法是对交界面附近的密度、
黏性等进行线性插值［7］：

% $ %2 （!##）

% $ %2 #（%5 * %2）（! ##）+（5#）（*# , ! ,#）

% $ %5 （!$*#
{

）

（6）

其中#所取数量级与网格尺寸数量级相同 !
有了计算区域内流体物理性质指标的分布，就可以对整个流场进行求解 !用 !"#"$ %"&方法求解大幅晃动

问题的步骤为：（(）用分步有限元法求解 <(#*"=-%&+>":方程，得到速度场 - 和压力场 .；（0）求解!的扩散方
程（2），得到!值；（/）保持!为距离的函数；（?）根据!值进行物理特性插值，以备下一步计算用 !

! 数值离散方法
一般来说，利用有限元方法求解 <(#*"=-%&+>":方程时，为了保证求解的稳定性，必须满足所谓的 @(09:>(-

@="AA*条件，即速度应采用比压力高一阶的差值函数的混合插值法 B但这样做会使得计算机程序和数据的输
入都相当复杂 B与此相比，基于 C(D$+=-E($"=>*,方法［F!G］或 HI(=(/&"=*:&*/-E($"=>*,方法［J!22］的分步有限元法则可
使速度和压力采用同阶线性插值而保证计算稳定 B在 C(D$+=-E($"=>*,方法基础上导出的两步 C(D$+=-E($"=>*,
离散方法，不但在时间和空间上均具有二阶精度，而且与传统 C(D$+=-E($"=>*,方法相比，具有编程简单和计算
速度快的优点 B因此，本文采用两步 C(D$+=-E($"=>*,［5］分步有限元方法求解控制方程 !
! !" #$%方程求解
黏性不可压缩 <(#*"=-%&+>":方程及连续性方程为

$
!!
!" # "!·（$!）$ "·! * "/ # "0 （;）

"·! $ 1 （7）
式中：!———速度；/———压力；$———密度；!———黏性应力张量，!3%"

5!，%为流体黏性系数；"0———体力，
本文仅考虑重力和激振力，"0 3$# K$$%（ "），# 为重力加速度；$%（ "）———外加激励加速度向量 !
首先显式地求得忽略压力梯度项的中间速度场增量"!%，)，然后结合连续性方程用半隐式解法求得压

力场增量"/)，最后利用压力方程对速度场进行校正，从而得到"!%%，) !于是，得到速度场增量"!) 3

"!%，) K"!%%，) !

若记 & 3 !!C K#01/
$
，% 3 L!

$
，’ 3 L # L $%（ "），则可将方程（;）改写为易于离散的守恒式

!!
!" # "·& # "·% ( ’ $ 1 （F）

记 ! 3 !% K !%%，& 3 &% K &%%，&% 3 !!C，&%% 3#01
/
$
，方程（F）可改写为如下分步格式：
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!!"
!! " #·"" " #·# $ % # ! （"）

!!""
!! " #·""" # ! （#）

首先，用两步 $%&’()*+%’,)-./［0］格式求解忽略压力梯度项的方程（"）$为方便起见，暂省略上标 $将 !% 1 2对

时间进行二阶 $%&’()展开：

!%"2 # !% "!!!!
!!

%
" 2

0!!0!
0!
!!0

%
（3）

!&
!!

%
# ’（#·" " #·# $ %）%

!0!
!!0

%
# ’ !!!（#·" " #·# $ %）% # ’ 0

!! #· "%" 2
0 ’ "( )%[ "

#· #%" 2
0 ’ #( )% " %%" 2

0 ’ % ]%

将!!
!!

%
，!

0!
!!0

%
的表达式代入式（3），可得

!%"2 # !% ’!! #·"%" 2
0 " #·#%" 2

0 " %%"( )2
0

采用标准 +%’,)-./加权余量法对上式进行离散：

$&$&4!!!% #!!$"%" 2
0#&4! ’$"&"%" 2

0·’4" "$#%" 2
0#&4![ ’

$"&#%" 2
0·’4" ’$&%%" 2

0 4 ]! （2!）

式中 "% 1 2
0，#% 1 2

0，%% 1 2
0分别为 "，#，% 在 % 1 2

0时刻的值，可由 !% 1 2
0得到

!%" 2
0 # !% ’!!

0（#·" " #·# $ %）%

然后，结合连续性方程（5），压力泊松方程（#）可以离散为

$2
#
#&$#&4!!(% # ’ 2

!!$&#·!"，%4! ’$2
#
#&#(4! "$"’"(

2
#
#(%"2·’&4" （22）

式中 !"，% 6 !% 1!!"，%，!!"，%可通过式（2!）得出 $
最后，利用压力方程（#）进行速度校正：

$#!!&
$&4!!!""，% "$!&$#(%"24! # ! （20）

! $! 距离函数! 的求解
记 ") 6$!，则方程（2）可写成易于离散的守恒式

!$
!! " #·") # ! （27）

可以看出，方程（27）和方程（"）结构相同，因此采用相同的离散格式，可得

$&$&4!!$% # !!$")%"
2
0#&4! ’$"&")%"

2
0·’4[ ]" （28）

! $" 保持! 为距离的函数
对方程（0）进行离散，可得

$&$&4!!$% # !%$&*（$!）2 ’ #$%"[ ]2
0 4! （25）

式中$!是方程（2）在 !% 时刻的解 $对方程（25）进行虚拟时间步!%的迭代，直到稳态为止，使得!$!%%
!，则求

解得出的$将和$!具有相同的零值面，并且满足$为距离函数的要求 $
按式（7）对$值进行流体物理特性参数的插值，以备下一步计算之用 $
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图 ! 容器壁面晃动波高时间曲线
"#$%! &#’( )#*+,-. ,/ *0,*)#1$ 234(

)(#$)+ 3+ 5,1+3#1(- 2300

6 数 值 算 例
以矩形刚性容器中流体的大幅晃动［!"］为例，用上述方法模

拟横向强迫晃动问题 !刚性容器内充液宽度为 #$% &，充液深度为
#$’&，液体密度为 !### () * &’，重力加速度为 +$%!& * ," !计算区域
用四边形等参单元进行离散，速度和压力用同阶线性插值 !容器
底部输入横向加速度谐波激励 "#$（ %）- #$#!&,./（"!’! %），其中 ’!
为液体的一阶晃动频率，取为文献［!"］得到的试验值 #$%+ 01 !在
该激励作用下，流体会发生共振反应 !图 !为本文方法计算得到
的流体左、右两侧壁面波高共振反应曲线，图 "给出了 % - ’$2" ,，
% - 3$’3 ,时刻的速度场 !由图 !可以看出，本文计算结果与文献
［!"］试验结果一致，与文献［!’］用分步法、文献［!4］等用边界元
法和有限元法得到的结果也符合得很好 !从图中还可以看出，当
振幅较小时，由本文方法得到的结果与线性理论得到的结果具有较好的一致性，即波峰和波谷的幅值基本相

当，而当振幅增大时，流体的晃动呈现明显的非线性特性，波峰幅值大于波谷幅值，这与试验中观测到的现象

相符合 !

图 7 速度场分布
"#$%7 8#*+-#9:+#,1 ,/ 4(0,5#+. /#(0;*

< 结 语

本文将 56768 96:方法引入到刚性容器内流体三维大幅非线性晃动问题中，将外激励视为质量力，将自由
面视为水和空气两相介质的交界面，从全 ;<7.6= 9:>(6,方程出发，采用两步 ?<@8>=AB<86=(./方法对控制方程进
行离散，导出了利用 56768 96:方法求解三维大幅非线性晃动问题的分步有限元方法 C计算结果表明，该方法
可以很方便地追踪自由面的位置，较全面地反映流体大幅晃动时的非线性效应，并且具有较高的计算精度和

较好的计算稳定性，可以较为真实地描述刚性容器内流体大幅非线性晃动过程 C
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R&$第 $期 赵兰浩，等 刚性容器内流体非线性大幅晃动的数值模拟




