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一类半线性反应扩散方程组解的整体存在和有限爆破
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摘要：通过构造上下解的方法，给出了由 ) 个方程组成的反应扩散方程组的齐次边界问题在 !% !! !)
* "%"!") 和 !% !! !) + "%"!") 条件下，其非负解整体存在和有限爆破的充分条件，并考虑了参数

!，"，#及区域形状对其解性质的影响 #所得结果可以推广到 $ 个方程的情况 #
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半线性反应扩散系统又称为牛顿渗流系统，由于其在牛顿流体理论及生物、化学等方面的广泛应用，近

年来，对其解的结构研究发展迅速，也取得了许多成果 ’文献［%，!］分别研究了 012345 型问题即式（%）在无界

和有界区域上的初边值问题：

%& ’ "% ( )! )& ’ ") ( %* （%）

文献［)，#］研究了问题

%& ’ "% ( %!% )*% )& ’ ") ( %!! )*! （!）

在有界和无界区域上的 637389:;4 问题 #在此基础上，文献［-］研究了

%& ’ "% ( )!;% )& ’ ") ( %*;) （)）

在有界区域上的初边值问题 #本文考虑了式（)）的退化形式，并推广到 ) 个方程的情况，即系统

%& ’ "%"% ( )!%;!+ )& ’ ")"! ( +!!;"% +& ’ "+") ( %!);#) （#）

%（,，"）’ %"（,） )（,，"）’ )"（,） +（,，"）’ +"（,） , !"$ （-）

%（,，&）’ )（,，&）’ +（,，&）’ " , !#$ （<）

其中$!!-，有光滑边界#$；参数 ".$%，!.$"（ . = %，!，)）；%"（ ,），)"（ ,），+"（ ,）是$上的非负连续函数；

!，"，#!! #

" 解的整体存在性

首先不加证明地给出下面的引理 #
引理 " 如果 !% !! !) * "%"!")，则对任意的 /.，0. + "（ . = %，!，)）存在充分大的正数 -%，-!，-)，满足

/%-%
"% + 0!-!

!%，/!-!
"! + 0)-)

!!，/)-)
") + 0%-%

!) #
定理 " 如果 !% !! !) * "%"!")，!，"，#%"，那么问题式（#）>（<）整体解存在 #
证明 令%（,）是问题"%=&"，,!$，#% 1#! = %，,!#$的解，其中!是外法向量，且满足 2%%%（,）%

2!，&% % 2)，2. + "（ . = %，!，)），构造下列形式的上解：’%（ ,，&）=
-%

3 ?%
，()（ ,，&）=

-!
3 ?%

，’+（ ,，&）=
-)

3 ?%
，

-.（ . = %，!，)）是充分大的正数，记 3 = @5A｛4（"% ? %）2!)&B %
" B 2%，4（"! ? %）2!)&B %

" B 2%，4（") ? %）2!)&B %
" B

2%｝，4 是 足 够 大 的 正 数，满 足 4（ 3 ? 2%）". ? %$（ 3 ? 2!）". ? %（ . = %，!，)）# 在 引 理 % 中 不 妨 令 /.

{
=

% 1（3 ? 2!）". ? % B % 1［4（3 ? 2%）". ? % }］ ".&"，0. = % 1（3 ? 2%）!.（ . = %，!，)）#因为 -. 可以充分大，由引理 % 知

必有下面 ) 个不等式成立：
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! !（" # $"）%!#! & ! !［’（" # $!）%!#!{ }］ %!(!
%!!#! ()!

" !（" # $!）)!

! !（" # $"）%"#! & ! !［’（" # $!）%"#!{ }］ %"("
%"!#! (*"$ !（" # $!）)"

! !（" # $"）%$#! & ! !［’（" # $!）%$#!{ }］ %$($
%$!#! (*$! !（" # $!）)

{
$

（%）

计算可得 !"+%! #& ! !（" # $"）%!#! & ! !［’（" # $!）%!#!{ }］ %!(!
%!!#

!$,%" #& ! !（" # $"）%"#! & ! !［’（" # $!）%"#!{ }］ %"("
%"!#

!"-%$ #& ! !（" # $"）%$#! & ! !［’（" # $!）%$#!{ }］ %$($
%$!#

那么由式（%）中的 $ 个不等式知，必有

$,)! # ("
)! !（" # $!）)! # ! !（" # $"）%!#! & ! !［’（" # $!）%!#!{ }］ %!(%!! !#

"-)! # ($
)" !（" # $!）)" # ! !（" # $"）%"#! & ! !［’（" # $!）%"#!{ }］ %"(%"" !#

"+)! # (!
)$ !（" # $!）)$ # ! !（" # $"）%$#! & ! !［’（" # $!）%$#!{ }］ %$(%$$ !#

则有

"+. / #!!"+%! #$,)! !!"+%! #$,)!&""- $,. / #!!$,%" #"-)" !!$,%" #"-)"&#"+

"-. / #!!"-%$ #"+)$ !!"-%$ #"+)$&$$,

而且 (!，("，($ 可以充分大，因此有

"+ /"+（0，#）! +#（0） $, /$,（0，#）! ,#（0） "- /"-（0，#）! -#（0）

此外，显然有"+!#，$,!#，"-!#，0%&% 1则（"+，$,，"-）是式（’）(（)）的一个上解，且与 . 无关，由比较原理知

（+，,，-）#（"+，$,，"-），（#，#，#）是其一个下解，则由文献［)］知式（’）(（)）的解整体存在 1证毕 1
受文献［*］启发，给出引理 " 1
引理 ! 如果存在$ 个正数2，3，$，使得下面不等式成立：

2%! ! 3)!（! #&）)! ! %"&"（!#&）
! ! %$

3%" ! $)"（! #&）)" ! %$&#（!#&）
! ! %!

$%$ ! 2)$（! #&）)$ ! %!&$（!#&）
! ! %{

"

（+）

2&
! ! %! ! +#（0） 3&

! ! %" ! ,#（0） $&
! ! %$ ! -#（0） （,）

则问题式（’）(（)）有上解，&是下面问题的解：

!& / & !（0 %%），& / #（0 %&%），& 4 #（0 %%） （!#）

证明 取"+ - 2（! .&）! ! %!，$, - 3（! .&）! ! %"，"- - $（! .&）! ! %$，容易验证（"+，$,，"-）是上解，证毕 1
定理 ! 如果 )! )" )$ / %!%"%$，则只要初值 +#（ 0），,#（ 0），-#（ 0）适当小，问题式（’）(（)）有整体解

存在 1
证明 取"+ - 2（! .&）! ! %!，$, - 3（! .&）! ! %"，"- - $（! .&）! ! %$，由引理 "，要证明式（’）(（)）存在整体

解，只需证明能找到 $ 个正数 2，3，$ 使得式（+）和式（,）成立 1不妨令 ’# - 012
0%%

｛! .&｝，下面分 $ 种情况讨论 1

"# 当"，#，$!# 时，需要验证式（!!）成立：

2%! ! 3)! ’#
)! ! %"&"$’#

! ! %$ 3%" ! $)" ’#
)" ! %$&#2’#

! ! %! $%$ ! 2)$ ’#
)$ ! %!&$3’#

! ! %" （!!）

不妨取 3 - 2%! ! )! ! ’#
! ! %"& "$ ! )( )! ’#

! ! %
[ ]$

，$ - 3%" ! )" ! ’#
! ! %$& #2 ! )( )" ’#

! ! %
[ ]!

，则 $ - 2%!%" !（)!)"）!［’（! ! %$ . ! ! %"）# &’!］，

那么对于式（!!）只需要验证下式成立：

! ! ’#
!# %$ ! )( )" &%$’[ ]! ! 2（ )! )" )$& %!%"%$）!（ )! )"）’#

)$ ! %!&’"

’! / %""$’#
! ! %$ !（)! )"）##2’#

! ! %! ! )"

’" /$2%! ! )!& &"$’#
! ! %$ ! )( )!

令 2 / # 充分小，即 2’# . ，则等价于 ! !［’#
（! . %$ ! )"）&（%"%$"$ !（ )! )"））］!# 显然成立，也即可以找到这样的 $ 个

正数 2，3，$ 使得式（!!）成立，而 +#，,#，-# 可以适当小，因此引理 " 中两式成立 1
$# 当"，#，$3 # 时，仅需验证式（!"）成立：

2%! ! 3)! ’#
)! ! %" 3%" ! $)" ’#

)" ! %$ $%$ ! 2)$ ’#
)$ ! %! （!"）
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同上可证 !
!" 当!"#! " 且 #$%｛!，"，#｝& " 时，由 $ 和 ’ 的证明过程分别讨论可证 !

# 解的有限爆破

对于问题式（(）)（*）解的爆破性证明，本文采取了构造爆破下解的方法，给出了其解有限爆破的充分条

件，即下面的定理 !
定理 $ 无论 "+ ", "- ! #+#,#- 还是 "+ ", "- & #+#,#-，只要$是厚的即$包含了一个足够大的球，!，

"，#& "，#$ & +（ $ . +，,，-），则当 %"（&），’"（&），("（&）适当大时，式（(）)（*）的解必有限爆破 !
证明 令 )（ *）是问题

)+（ *）,%)#（ *） )（"）, )" （ * - "，. - +） （+-）

的解，其中%& " 可以适当小，)" 足够大使得 )（ *）有限爆破 !令 /0 .｛&!%1" & ! 2，2!%/ ｝，在 /+ 中取

函数&+（&）且满足条件&+（ &）! 3,（/+
0

）&+（ &）& "（ &! /+），&+（ &）. "（ &!#/+），且当&+（ &）$ 4+ 时令

&2（&）.&+
&( )2 ，则&2（&）必满足条件：&2（&）：/2%5 / ；&2（&）& "（&!/2）；&2（ &）. "（ &!#/2），且当 &!｛&

!/2&2（&）$ 4+｝时，!&2（&）&’6 2,，当 &!｛&!/2&2（&）& 4+｝!&2（ &）& 0 7 6 2,，其中 0 7 . 123!&+（ &）（ &!
’/+），构造如下形式的下解：%（&，*）. )8+（ *）&2

+ 6 #+，’（&，*）. )8,（ *）&2
+ 6 #,，(（ &，*）. )8-（ *）&2

+ 6 #-，其中 )（ *）
由式（+-）定义 ! 8$ 满足 + 6 #$ ! 8$$+（ $ . +，,，-），此时令 + ! .$#12｛#+8+，#,8,，#- 8-｝，为证明（ %，’，(）是

下解，需验证：

%* $!%#+ 9 ’"+4!( ’* $!’#, 9 (",4"% (* $!(#- 9 %"-4#’ （+(）

也即验证下面 - 式：

8+%)8+:+（ *）&2
+ 6 #+ $ )（#+8+: .）（ *）!&2 9 )（ "+8,: .）（ *）&2

"+ 6 #,4（!)
8-（ *）&2

+ 6 #-）

8,%)8,:+（ *）&2
+ 6 #, $ )（#,8,: .）（ *）!&2 9 )（ ",8-: .）（ *）&2

", 6 #-4（")
8+（ *）&2

+ 6 #+）

8-%)8-:+（ *）&2
+ 6 #- $ )（#-8-: .）（ *）!&2 9 )（ "-8+: .）（ *）&"- 6 #+2 4（#)

8,（ *）&2
+ 6 #,）

也即验证下面式（+5）和式（+*）成立：

8+%)8+:+（ *）4++ 6 #+ $ )#+8+: .（ *）’6 2,

8,%)8,:+（ *）4++ 6 #, $ )#,8,: .（ *）’6 2,

8-%)8-:+（ *）4++ 6 #- $ )#-8-: .（ *）’6 2
{

,

（+5）

其中 &! &!/2&2（&）$ 4+，!&2&’6 2{ }, !

8+%)8+:+（ *）4,+ 6 #+ $ )#+8+: .（ * (） : 7 6 2, 9 )"+8,: #+8+（ *）4+ "+ 6 #,4!)
8-（ *）4+

+ 6 # )-
8,%)8,:+（ *）4,+ 6 #, $ )#,8,: .（ * (） : 7 6 2, 9 )",8-: #,8,（ *）4+ ", 6 #-4!)

8+（ *）4+
+ 6 # )+

8-%)8-:+（ *）4,+ 6 #- $ )#-8-: .（ * (） : 7 6 2, 9 )"-8+: #-8-（ *）4+ "- 6 #+4!)
8,（ *）4+

+ 6 # )











 ,

（+*）

其中 &! &!/2&2（&）& 4+，!&2& 0 7 6 2{ }, !要验证式（+5），只需验证式（+6）成立 !
8+%)8+:+（"）4++ 6 #+ $ )#+8+: .（"）’6 2,

8,%)8,:+（"）4++ 6 #, $ )#,8,: .（"）’6 2,

8-%)8-:+（"）4++ 6 #- $ )#-8-: .（"）’6 2
{

,

（+6）

易 见，一 旦 2 取 定，只 要 % 充 分 小，那 么 式（ +6）总 是 可 以 成 立 的 ! 不 妨 令 7 6 2, $ + 6 ,

#12 ;+ 4+ "+ 6 #,，;, 4+ ", 6 #-，;- 4+ "- 6 #{ }+ ，其 中 ;+，;,，;- 满 足：;+ $ 4!&
8- 4+

+ 6 #- 6 &#+8+ 0 "+8,，;, $ 4"&
8+ 4+

+ 6 #+ 6

&#,8, 0 ",8-，;-$4#&
8, 4+

+ 6 #, 6 &#-8- 0 "-8+，&&)"，则式（+*）等价于

8+%)"
（8+:+）4,+ 6 #+ $ + 6 ,（)"

（#+8+: .）;+ 4+ "+ 6 #,）

8,%)"
（8,:+）4,+ 6 #, $ + 6 ,（)"

（#,8,: .）;, 4+ ", 6 #-）

8-%)"
（8-:+）4,+ 6 #- $ + 6 ,（)"

（#-8-: .）;- 4+ "- 6 #+

{
）

（+7）
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显然，当 ! 满足上面条件后，令!适当小，则式（!"）可以成立，则由上知式（!#）是成立的 "因此式（!$）是

成立的 "
由于 #%，$%，%% 可以适当大，因此总有下式成立：

#（&，%）! #% $（&，%）! $% %（&，%）! %% & ""
显然有 # & $ & % & %，&"#"，则由上所证及下解的定义知（#，$，%）是式（$）’（#）的爆破下解，由比较原理

知式（$）’（#）的解有限爆破 "
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